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P 1. Generalita sulle trasformazioni geometriche piane

Introduzione e definizioni

“C’¢ una cosa straordinaria da vedere a Roma in questa fine d’autunno ed ¢ il cielo gremito d’uccelli. Il
terrazzo del signor Palomar ¢ un buon punto d’osservazione... Nell’aria viola del tramonto egli guarda
affiorare da una parte del cielo un pulviscolo minutissimo, una nuvola d’ali che volano... Quando si pensa
agli uccelli migratori ci si immagina di solito una formazione di volo molto ordinata e compatta... Questa
immagine non vale per gli storni, o almeno per questi storni autunnali nel cielo di Roma...” [Italo Calvino,
Palomar)

11 volo di questi uccelli disegna nel cielo figure in continua trasformazione, come potete vedere nelle foto.

La danza degli stormi, foto di_Pek Auklet flock, Shumagins , foto di pubblico dominio
http//www.flickr.com/photos/ pek /4113244536 fonte http://digitalmedia.fws.gov/

11 concetto di trasformazione assume significati diversi a secondo dell’ambito in cui ¢ definito: ad esempio in
zoologia la trasformazione di un animale dallo stadio di larva allo stadio di adulto ¢ piu propriamente
chiamata “metamorfosi”. Cio provoca un cambiamento totale del corpo del giovane e l'adulto quasi sempre
avra una forma molto differente da quella della larva.

I gioco del Tangram si basa sulla capacita di passare da una figura ad un’altra senza che nessun pezzo del
quadrato base venga tagliato o modificato nelle sue dimensioni: le figure che si ottengono hanno forme
diverse, ma sono costituite dagli stessi pezzi. Possiamo dire che sono trasformate le une nelle altre grazie alla
nostra fantasia.

éﬂ

Line art representation of w:Tadpole, pubblico dominio Tangram, immagine di Actam pubblico dominio

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/7/7¢/Tadpo http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons

le_%28PSF%29.png /thumb/7/7a/Tangram-man.svg/2000px-angram-
man.svg.png
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In geometria si definiscono le trasformazioni come particolari corrispondenze aventi come dominio e
codominio il piano considerato come insieme di punti e precisamente si enuncia la:

DEFINIZIONE. Trasformazione geometrica piana ¢ una corrispondenza biunivoca tra punti del piano;
attraverso una legge ben definita; la corrispondenza associa ad un punto P del piano uno e un solo punto P’
dello stesso piano e, viceversa, il punto P’ risulta essere il corrispondente di un solo punto P del piano.

by

Diciamo che P’ & 'immagine di P nella trasformazione.

Indicata con @ la legge della corrispondenza, per esprimere il legame tra P ¢ P’ scriveremo: @: P—P' o
anche P2 P' eleggeremo: in @ al punto P corrisponde il punto P’, oppure @ (P)=P"' e leggeremo:
@ di P € uguale a P’ , scrittura che definisce la trasformazione geometrica come funzione del punto preso in
considerazione.

DEFINIZIONE. La trasformazione fa corrispondere ad una figura Q del piano la figura Q’ costituita dalle
immagini dei punti della figura iniziale: Q’ si definisce immagine di Q in ® e scriveremo: ¢: Q2 — Q'
oanche Q% Q' oancora ®(Q)=0Q'

Le trasformazioni geometriche che noi studieremo sono tali da far corrispondere ad una retta r la retta 1’
individuata dai punti A’ ¢ B’ immagine di due punti A e B scelti arbitrariamente su r. Tali trasformazioni
sono chiamate collineazioni.

DEFINIZIONE. Si chiama punto unito o fisso nella trasformazione il punto che coincide con la sua
immagine. Se tutti i punti del piano coincidono con la propria immagine la trasformazione ¢ 1’identita.

Per descrivere una trasformazione geometrica dobbiamo definire come si costruisce I’immagine di un
qualunque punto del piano.

Esempio

Consideriamo nel piano la seguente corrispondenza: fissato un punto K la fi
corrispondenza S associa ad ogni punto P del piano il punto P’ dello stesso piano !
tale che K risulti il punto medio del segmento PP’. S € una trasformazione X
geometrica? ! i P
La definizione ¢ costruttiva: AT
S, S, e
P3P'APK=KP' A= A'ANAK=KA' o <
: fig.1
‘A

Per dimostrare che la corrispondenza ¢ una trasformazione geometrica dobbiamo verificare che si tratta di
una corrispondenza biunivoca tra punti del piano: ogni punto ha un corrispondente in Sk e viceversa ogni
punto € immagine di un solo punto del piano stesso. Il punto K ¢ corrispondente di se stesso dunque € un
punto unito della trasformazione, anzi € I’'unico punto unito. (fig.1)

Nella figura 2 ¢ rappresentato come opera la trasformazione

Sk se applicata ad un quadrato A B
AK=KA'; BK=KB'; CK=KC'; DK=KD' fig.2
ABCD S A'B'C'D' e 1 due quadrati hanno le stesse c o £ ¢
dimensioni.
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Esempio
Definiamo una trasformazione geometrica @ sul
punto P: dato un punto O, tracciamo la semiretta
uscente da O e passante per P; il punto P' trasformato
di P ¢ un punto della semiretta tale che OP'=20P. 2 >
Applico questa trasformazione al quadrato n g
ABCD. (fig. 3)
I quadrato si trasforma in un altro quadrato, anche se
i due quadrati non hanno le stesse dimensioni. 7

fig.3

Se il piano ¢ dotato di riferimento cartesiano ortogonale la legge della trasformazione geometrica piana lega
le coordinate di un punto e quelle del suo corrispondente mediante equazioni o sistemi di equazioni.

DEFINIZIONE. Chiamiamo equazione della trasformazione le espressioni algebriche che indicano come
si passa dalle coordinate di un punto a quelle della sua immagine.

Esempio
La corrispondenza ® associa ad un punto P del piano dotato di riferimento cartesiano ortogonale il punto P’
secondo la seguente legge: :

®:P(xp,yp) = P'(=2x,,xp—yp) .La corrispondenza ‘
assegnata ¢ una trasformazione geometrica piana? .
STRATEGIA RISOLUTIVA:
scelgo un punto del piano: P (..., ...) e determino P’(..., ...)
scelgo un punto Q’(..., ...) e determino la controimmagine

o
Q( ) B 4 3 2 4 3 1 2 3 4 5
ceng aen

posso affermare che la corrispondenza ¢ biunivoca perché

e quindi posso affermare che ¢ una trasformazione geometrica.

c=1(-33) B=1(13)
i

2

Applichiamo la stessa trasformazione al quadrato di
vertici A(-1;1) , B (-1;3) , C (-3;3) , D (-3;1)

1
D=(31) A=1(1,1)

o

(vedi fig. 4) O L
Questa trasformazione fa corrispondere al quadrato 2
ABCD il parallelogramma A,;B,C,D,. Essa ha A=, 2)
cambiato la natura della figura geometrica di partenza, 7
ma ha mantenuto il parallelismo tra i lati: ] -
AB// CD __)AIBI //CIDI " B1= (2, -4) ~. Dy = (6. -4)

®(AB)=A,B,;$(CD)=C,D,

o, =15 6)
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Si noti come ci sono trasformazioni geometriche che mantengono invariate forma e dimensioni delle figure a
cui sono applicate, altre che mantengono inalterate forme ma non dimensioni, altre ancora che non
mantengono neppure la forma.

DEFINIZIONE: Si chiamano proprieta invarianti di una trasformazione le caratteristiche che una
figura e la sua corrispondente mantengono inalterate nella trasformazione.

Le principali caratteristiche che una trasformazione puo lasciare inalterate sono: la lunghezza dei segmenti,
I’ampiezza degli angoli, il rapporto tra segmenti, la misura della superficie, il parallelismo, 1’orientamento
dei punti del piano, la direzione della retta, la forma, il numero di lati.

Le figure delle seguenti coppie si corrispondono in una trasformazione geometrica piana: associate a
ciascuna coppia di figure la caratteristica che rimane immutata nella trasformazione, ossia individuate

I’invariante o gli invarianti della trasformazione:
o I  — ﬁ)é
a)

E Si sa che in una trasformazione geometrica muta un quadrato in un rombo; gli invarianti di questa
trasformazione sono:

[A] il parallelismo dei lati e I’ampiezza degli angoli

[B] I’ampiezza degli angoli e la misura dei lati

[C] solo il parallelismo  dei lati

[D] il parallelismo dei lati e la perpendicolarita delle diagonali

In questo capitolo tratteremo solo delle trasformazioni che mantengono invariate forma e dimensioni.

DEFINIZIONE. Si chiama isometria una trasformazione piana che associa a due punti A e B del piano i
punti A’ e B’ tali che AB e A’B’ risultano congruenti.

Solo il primo esempio, tra i precedenti, rappresenta una isometria. Per dimostrare che ¢ una isometria
dobbiamo dimostrare che segmenti corrispondenti sono congruenti. Consideriamo il segmento AP ¢ il suo
corrispondente A’P’; dimostriamo che AP=A’P’. Considero i triangoli AKP ¢ A’KP’, hanno:

Lasciamo al lettore lo sviluppo della dimostrazione.
Quali coppie sono formate da figure corrispondenti in una isometria?

a) b) A 0

R.[b);e)]

In una isometria:
* L’immagine di una retta ¢ una retta, ’immagine di una semiretta ¢ una semiretta, I’immagine di un
segmento ¢ un segmento ad esso congruente.

* A rette parallele corrispondono rette parallele.
* A rette incidenti corrispondono rette incidenti.
*  Adun angolo corrisponde un angolo ad esso congruente.
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DEFINIZIONE. Una retta ¢ unita in una isometria X se coincide con la sua immagine, cio¢ ogni punto
della retta data ha come corrispondente un punto della stessa retta.

Puo succedere che ogni punto di una retta sia un punto unito: in tal caso la retta unita ¢ luogo di punti
uniti o retta fissa.

A€Er A Ber
_ A B AR D> :(A—A")A(B—B") r=T
£’= retta unita A'€r A B'Er
Aer N Ber
A=A B=R’ > (A—AYANB—B)r=r
T’E retta unita luogo di punti uniti-retta A'=4A AN B'=RB
r

fissa

» 2. Le isometrie

Riprendiamo la definizione del paragrafo precedente:
Si chiama isometria una trasformazione piana che associa a due punti A e B del piano i punti A’ e B’ tali che
AB e A’B’ risultano congruenti.

Richiamiamo anche le proprieta:

* I’immagine di una retta ¢ una retta, ’immagine di una semiretta ¢ una semiretta, I’immagine di un
segmento ¢ un segmento ad esso congruente;

* arette parallele corrispondono rette parallele;

» arette incidenti corrispondono rette incidenti;

* ad un angolo corrisponde un angolo ad esso congruente.
Ci proponiamo di studiare particolari isometrie.

La simmetria centrale

DEFINIZIONE. Fissato nel piano un punto K, chiamiamo simmetria centrale di centro K (indicata col
simbolo Sk ) la corrispondenza che associa ad un punto P del piano il punto P’ tale che K risulti il punto
medio del segmento PP’.

Per determinare I’immagine di un segmento basta determinare 1’immagine dei

suoi estremi. Nella figural ¢ illustrato come agisce SK su una qualunque figura  .° o

piana: ’immagine del triangolo BCD ¢ il triangolo B’C’D’ ottenuto N fieural
determinando 1I’immagine di ciascuno dei suoi vertici. y B _
TEOREMA 1 ° |

PN

Dimostrate che Sk ¢ una isometria.

Fissato K, centro di simmetria, per la dimostrazione servitevi della figura 2. fig.2
. Sk Sy
Ipotesi: 4= 4'; PSP - PK=P'K; AK=A'K

4= = = = = ——

Tesi: AP=A’P’
Lasciamo al lettore la dimostrazione.

- -
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TEOREMA 2
Dimostrate che rette corrispondenti in Sk sono parallele.
Osserviamo che per determinare I’immagine r’ di una retta r in Sk basta
costruire I’immagine A’ e B’ di due suoi punti A e B. Per la costruzione
effettuatasiha AK=KA' e BK=KB' , per la dimostrazione del
Teorema 1 abbiamo ottenuto AKB=A4'KB' dunque in particolare
ABK=A4'B'K .Questisono angoli alterni interni delle rette r ed 1’
con trasversale BB’ che pertanto risultano parallele.

GLI ELEMENTI UNITI

- ’unico punto unito ¢ il centro di simmetria.

- sono unite tutte le rette passanti per il centro di simmetria.
Lasciamo al lettore la verifica di quest ultima proposizione

n Completate la costruzione del simmetrico del triangolo ABC in Sk.

B
Immaginate di percorrere il contorno di ABC partendo dal vertice A: state ruotando in senso orario o
antiorario? ......... In quale senso percorrete il contorno di A’B’C’ partendo da A’? .............

Questo fatto ci permette di concludere che Sk mantiene ’orientamento dei punti: € una isometria diretta.

E Presi due punti T e T’ nel piano ¢ vero che possiamo individuare la simmetria centrale in cui T &
immagine di T?

n Come dobbiamo scegliere due segmenti affinché sia possibile determinare una simmetria centrale in cui
essi siano corrispondenti?

Nel rettangolo ABCD indicate con O il punto d’incontro delle diagonali; B
determinate I’immagine di ABCD nella simmetria di centro O. Completate:

Sp :ABCD — ......... pertanto il rettangolo ¢ una figura unita nella simmetria

avente come centro il punto d’intersezione delle sue diagonali.
Vale la stessa affermazione per qualunque parallelogrammo? Perché? .............................

DEFINIZIONE: Si
dice che una figura F ha un centro di simmetria se esiste nel piano un punto K tale che nella simmetria di
centro K, F coincide con la sua immagine F’. F ¢ unita in Sk.

TRASFORMAZIONI 7
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n Anche in natura si presentano elementi dotati di un centro di simmetria: individuatelo nel fiore
dell’immagine.

Flower foto di Joe Shlabotnik
http://www.flickr.com/photos/joeshlabotnik/2307646852/

Descrizione analitica di una
simmetria centrale

DEFINIZIONE. Fissate le coordinate del centro di ~ simmetria, chiamiamo equazione di una simmetria
centrale le relazioni che legano le coordinate del punto P con le coordinate della sua immagine P’.

Sia K (xg,yx) il centro di simmetria, P(x,y) il generico punto di cui vogliamo determinare il
corrispondente P '(x ',y ') . Ricordiamo la definizione di simmetria centrale: K risulta il punto medio di
PP’. Sappiamo che le coordinate del punto medio M di un segmento AB si ottengono dalle coordinate dei

= x+x'
. . X4tXg Yatyp . \ K 2 . .
suoi estremi M SR ; nel nostro caso si dovra avere y4y da cui possiamo
Yk= )
ricavare ’equazione cercata: le coordinate del punto immagine P'(x’,y’) sono date dall’equazione
x'=2x,—x
y'E2y -y
Esempio

Determinare il simmetrico di P (—1,3) nella simmetria centrale di
centro K (1,—1) .
Riportiamo K e P nel riferimento cartesiano ortogonale, scriviamo
. . . x'=2—x .
I’equazione della simmetria: ¢ determiniamo le

yimay
coordinate di P ’(3,-5) . ‘

---------------------------------------------------------------
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n Sappiamo che S, : P ( ) ( % ) ) determinate il centro k della simmetria.
e B(2

I segmento di estremi  A4(—2,4

ortogonale,

[A] ha tutti i suoi punti fissi

[B] ha un solo punto fisso

[C] ha fissi solo gli estremi

[D] ha fissi tutti i punti interni ma non gli estremi

[E] non ha punti fissi

Sono assegnati i punti  4(—5,0) , B(0,5) , C(1,—1) ;determinate le coordinate dei vertici
A’,B’,C"’ del triangolo immagine di ABC nella simmetria avente come centro il punto medio M

del lato AC .

Ipunti A(1,5) , B(—2,2) , C(0,—4) sono tre vertici di un parallelogrammo. Determinate le

coordinate del quarto vertice. Indicate con M il punto d’incontro delle diagonali; in S, il

parallelogrammo ABCD ¢ fisso o unito? Perché?

—4) in S, essendo O I’origine del riferimento cartesiano

Sappiamo che I’equazione di una simmetria centrale di centro C(p,q) ¢ , ; note le

coordinate di un punto P (x, y) e della suaimmagine P ’(x’,y’) le coordinate del centro sono:
[A] p=x"+x g=y'+y
[B] p:x—%X’ q:y—%y’
[C] p=2(x"+x) ¢=2(y'+y)
[D] p= —;(x +x) q=%(y’+y)
[E] p=5(x'~x) q=3(y'~y)
2 2
Verificate che i tre punti  4(3,2), B(7,—2), C(5,0) sono allineati ed equidistanti da C . E vero
che C ¢il centro della simmetria che fa corrispondere al punto 4 il punto B ?
(ricorda che puoi verificare 1’allineamento verificando che AC + CB = AB)
11 centro della simmetria che associa al triangolo di vertici 4(0,4), B(—2,1), C(1,5) il triangolo di
vertici 47°(2,—2),B’(4,1),C’(1,-3) &
a] K(—1,1) b] K(1,—-1) c] K(1,1) d K(-1,-1)
Determinate I’immagine M ° del punto medio M del segmento 4B diestremi A(0,5) e
B(—4,1) in S, (o¢éI’origine del riferimento). E vero che BM'A ¢&isoscele sullabase 4B ?
Determinate la natura del quadrilatero ABA'B' che si ottiene congiungendo nell’ordine i punti

A(-1,1) , B(—4,—5) , A’ eB’ rispettivamente simmetrici di A e B in S, . Determinate la misura delle
sue diagonali.

TRASFORMAZIONI 9
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2.2 La simmetria assiale
Ricordiamo la

DEFINIZIONE. L’asse di un segmento AB ¢ la retta perpendicolare al a
segmento nel suo punto medio M. B

AM = MB
al AB

Studiamo una nuova corrispondenza tra punti del piano:

DEFINIZIONE. Fissata nel piano una retta & , chiamiamo simmetria assiale di asse k (indicata col
simbolo S, )la corrispondenza che associa ad un punto P del piano il punto P’ tale che & risulti
I’asse del segmento PP ' .

Per costruire il corrispondente di un punto P del piano procedete con i seguenti passi:
1. fissate I’asse di simmetria &

2. prendete un punto P del piano non appartenente a &
3.da P tracciate la perpendicolare p all’asse k e ponete M =pnNk
4.1l corrispondente P’ di P sitrova su p nel semipiano oppostoe P'M =PM

Avrete costruito una figura simile a quella accanto:
Lasciamo al lettore le verifiche delle seguenti affermazioni circa gli
elementi uniti.
GLI ELEMENTI UNITI
* ogni punto dell’asse k ¢ unito
* T’asse k ¢ luogo di punti uniti, ossia ¢ una retta fissa
* sono unite tutte le rette perpendicolari all’asse k

— — & — —
o

<
o

___.__
T

o

TEOREMA 1

Dimostrate che Sk € una isometria. B

Strategia risolutiva: / figura2

Dovrete dimostrare che I’immagine di un segmento AB ¢ il segmento A’B’ tale

che A’B’=AB; servitevi della figura2 per la dimostrazione, ma prima indicate " » Kk
Ipotesi: ......... ® °

Tesi A’B’=AB o
Suggerimento per la dimostrazione: tracciate la distanza da Aeda A’ aBB’ e ‘\ .
dimostrate la congruenza dei triangoli ottenuti ...............ccovveiiiiinnnnn. o’

TEOREMA 2
Dimostrate che se r ¢ una retta del piano che interseca ’asse k in R allora la sua immagine 1’ in Sk passa per
R. Dimostrate inoltre che k risulta la bisettrice dell’angolo di vertice R avente come lati red r’.
Ipotesi: k asse di simmetria
R=rnk L

Tesi: \\R
k [ )

R=r'Nnk; rRk=k Rr’

Dimostrazione:

Per costruire r’ costruiamo i1 simmetrici in Sk di due punti scelti su r. Possiamo usare il punto R e poi
un altro qualunque A. Si ottiene Sx: R—...... perché .........coooviiininnni. e S d—.....
Congiungendo i punti immagine si ottiene r’.

Concludete ........c.covviieiiiiiiiiiiiiiiiie

E continuate dimostrando la seconda tesi richiesta.

TEOREMA 3

TRASFORMAZIONI 1 O
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Dimostrate che se r ¢ parallela all’asse di simmetria allora anche r’ risulta parallela
all’asse.

* Nel piano sono assegnati i punti T e T’ corrispondenti in una simmetria
assiale. Come potete determinare 1’asse di simmetria?

* Nel piano ¢ assegnata la retta r € un suo punto P e un punto P’ non
appartenente ad r. Costruisci la retta r’ immagine di r nella simmetria assiale
che fa corrispondere al punto P il punto P’.

*  Costruite I'immagine di ciascun triangolo ABC della figura nella simmetria
avente come asse la retta del lato AC.

A C

A

Percorrete il contorno del triangolo assegnato seguendo ’ordine alfabetico delle lettere ai vertici: in t, il
percorso ¢ stato in senso orario/antiorario, in t, in senso orario/antiorario, in t; in senso orario/antiorario.
Cosa succede percorrendo il contorno dei triangoli immagine?

Questo fatto ci permette di concludere che Sy non mantiene 1’orientamento dei punti: é una isometria
invertente.

Nel triangolo isoscele ABC di base BC considerate la retta r passante per A e perpendicolare a BC;
costruite I’immagine di ABC nella simmetria di asse r. Stabilite quale proposizione ¢ vera:

[A] il triangolo ¢ fisso nella simmetria considerata

[B] il triangolo ¢ unito nella simmetria considerata

Assegnato il quadrato ABCD, determinate la sua immagine nella simmetria avente come asse la retta
della diagonale AC. Stabilite quale proposizione ¢ vera:

[A] il quadrato ¢ fisso nella simmetria considerata

[B] il quadrato € unito nella simmetria considerata

DEFINIZIONE. Si dice che una figura F ha un asse di simmetria se esiste nel piano una retta k tale che
nella simmetria di asse k F coincide con la sua immagine F’. F € unita in Sk

m Motivate la verita delle proposizioni
*  p;: “il quadrato possiede 4 assi di simmetria”,
*  py: “il triangolo equilatero possiede 3 assi di simmetria”

Dimostrate che la retta di un diametro ¢ asse di simmetria per la circonferenza. Potete concludere che
la circonferenza possiede infiniti assi di simmetria?

m Tra i trapezi ne trovate uno avente un asse di simmetria? Qual ¢ I’asse di simmetria?
Quali lettere dell’alfabeto, tra quelle proposte hanno un asse di simmetria?

m Perché la retta che congiunge i punti medi dei lati obliqui di un trapezio isoscele non ¢

un suo asse di simmetria? D E F
D

m “Le due rette tracciate sono assi di simmetria del rettangolo ABCD e
pertanto anche della immagine in esso contenuta.”

VERO o FALSO?

TRASFORMAZIONI 1 1
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Descrizione analitica di una simmetria assiale

DEFINIZIONE: Fissata nel riferimento cartesiano ortogonale una retta k, chiamiamo equazione
della simmetria assiale di asse k (Sx) le relazioni che legano le coordinate del punto P con le
coordinate della sua immagine P’ .

Limitiamo la ricerca dell’equazione della simmetria assiale fissando come asse particolari rette; proseguendo
negli studi saprete determinare 1’equazione di una simmetria assiale con asse una qualunque retta del piano
cartesiano.

Simmetria rispetto agli assi coordinati

m Studiate la corrispondenza tra punti del piano cartesiano espressa dal seguente predicato:
b P(xpryp) - P ’(xp»_yp)
Completate la tabella:

é: P(x,,y,)=P'(x,,—y,) | E rappresentate nel riferimento

X y x’ y cartesiano ciascun punto e il
—3 1 suo corrispondente.
0 -2
1 0 x'=......
Completate: |~ ,_ """ L i 44 R S S N S A
4 5 y'=....
Motivate la verita delle seguenti proposizioni: T B e B e R he
“ ogni punto del piano ha un unico corrispondente” T i S I e e e S

“di ogni punto del piano si puo determinare la controimmagine”

“la corrispondenza ¢ una trasformazione geometrica’™ ... ... ... ... coi cit it iee cen ie e e e
“I punti dell’asse X SONO fISSI™” ... .i. vt vit vt e it e e e et e e et e e e e e e s
“la corrispondenza € una iSOMELria™ ... ... ... e it it iir cih it ie e e e e e e e e e

DEFINIZIONE. L’isometria che associa ad ogni punto P del piano il punto P’ avente stessa ascissa e
x'=x

y'=—y

Ripetete il procedimento seguito studiando la corrispondenza: ®: P(x,, y,) = P'(—x,,y,) e
concludete la

ordinata opposta ¢ la simmetria assiale di asse x (S,) di equazione S .=

DEFINIZIONE. L’isometria che associa ad ogni punto P del piano il punto P’ avente stessa ......... e
............. opposta ¢ la simmetria assiale di asse ....... (S.) di equazione S _: ; ,i B

m In Sy il segmento AB di estremi A(3,2) e B(3,-2)
[A] € unito luogo di punti uniti

[B] non ha punti fissi

[C] ha tutti i suoi punti uniti tranne A ¢ B

[D] ha un solo punto fisso

[E] ha solo A e B fissi

TRASFORMAZIONI 1 2



www.matematicamente.it - Matematica C3 — Algebra 1 — 8. Trasformazioni geometriche

m Dimostrate che un qualunque segmento MN di estremi M(a,b) e N(c,d) ha come corrispondente sia
nella simmetria avente come asse I’asse x, sia nella simmetria avente come asse 1’asse y, il segmento M’N’

tale che MN=M’N’.

Tesi:
MN=M’N’

Ipotesi: Sy

M(a,b) ; N(c,d)
S.,:(M->M')AN(N—->N")

Dimostrazione:

determino MN=............

trovo M’(...... o) EN(eeinyenn)

determino M'N'=............

concludo: ...

Tesi:
MN=M’N’

Ipotesi: Sy

M(a,b) ; N(c,d)
S.,:(M->M')AN(N—->N")

Dimostrazione:

determino MN=............

trovo M’(...... o) €N (eeiisyenn)

determino M'N'=............

concludo: .................ool

Il triangolo ABC ¢ isoscele; sapendo che A(0,4), B(-2,0) e I’asse x ¢ il suo asse di simmetria,
determinate il vertice C, il perimetro e I’area del triangolo.

Il triangolo ABC ¢ isoscele; sapendo che A(0,4), B(-2,0) e ’asse y ¢ il suo asse di simmetria,
determinate il vertice C, il perimetro e I’area del triangolo.

Considerate la funzione di proporzionalita quadratica =2 x” ; rappresentatela nel riferimento

cartesiano e segnate i suoi punti A, B, C rispettivamente di I

ascissa X,=1, XBZ—%, XCZ% ; trovate 1 corrispondenti _____ LJ _____ L ______ l _____ _____
A’, B’, C’ nella simmetria S, e verificate che appartengono  bo--iooooboooodooocboooal i d i
alla funzione assegnata. Vi ¢ un punto della curva ,
rappresentata che risulta fisso in Sy? ... ... ... ... ... T
Quale delle seguenti affermazioni ritenete corretta: SN S S SN ST N SO S SN SN N
[A] la curva ¢ fissa nella simmetria considerata IR
[B] la curva ¢ unita nella simmetria considerata 5 " 3 ’ N ' 2 3 " 5
T s sl SRR SR I S S
SN S S N S NN SO SN S N S
e Y M S
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Simmetria rispetto ad una retta parallela agli assi cartesiani

Esempio N R -
Fissiamo nel piano dotato di riferimento cartesiano ortogonale la retta ' . ' | : ' :
parallela all’asse y di equazione y=3; ci proponiamo di determinare | f""{ """ o o
’equazione della simmetria assiale $,=3 avente come asse tale | o L P
retta. Determiniamo 1’immagine di P(2,-1); da P tracciamo la retta | | ' 1| ' ' '
perpendicolare all’asse y=3 e indichiamo con H il loro punto di ' ___ 4 ____ L____j _____ R A [
intersezione. Le coordinate di H sono (2,3); I'immagine diP ¢ P’(2,y’) ¢ ! | i : : |
tale che PH=P’H. Da questa congruenza deduciamo 3 N L L

PH=P'H — |yH_yP|:|yP’_yH|_>3_<_1):yP’_3 = yp.=7 i , i I i i i
A B R Tt .
S,y P21) = (2 RN
i i | i i i
Ripetendo il procedimento determinate I’immagine dei seguenti | o ' { R R
punti A(1,1) ; B(4,5) ; C(-1,0) e completate: .1 ’ . 1 :2 12 .4 .5
Al) = A7) e 1 s e s
Sy=3{B(..,..) = B'(...,...) I

Cloey) = C'(ey)

Generalizziamo: Vogliamo determinare I’equazione della simmetria avente come asse una retta parallela
all’asse x di equazione y=a; sia P(x,y) un generico punto del piano e sia P’(x’,y’) la sua immagine in S ,_, .
Seguendo il ragionamento dell’esempio possiamo scrivere: |y—al|=|y'—al essendo P e P’ da parte
opposta rispetto all’asse si ottiene y—a=—y'+a — y'=—y+2a ;concludendo

Sy=a:P(x, y) — P '(x,—y+2a) o anche Sy=aI i ’;)iy+2a

Verificate con I’applicazione di questa equazione i risultati dell’esercizio precedente.

1 1 1 1 A | 1 I
Fissiamo nel piano dotato di riferimento cartesiano ortogonale la | L L L !
retta parallela all’asse x di equazione x=-1; ci proponiamo di ! P i P i
determinare 1’equazione della simmetria assiale S y=—1 avente o L [ ! N i
come asse tale retta. Determiniamo 1’immagine di P(2,-1); da P i i i i i i i
tracciamo la retta perpendicolare all’asse x=-1 e indichiamo con ———— - —
H il loro punto di intersezione. Le coordinate di H sono (-1,-1 ); i EP ! i H i EP i
I'immagine di P & P’(x’,-1) ¢ tale che PH=P’H. Da questa |———%————————¢4-—H———+——<4——+
congruenza deduciamo: i i i | _z ; i i

I S N T

PH=P'H - |x,—x,|=x,—x,| = R—-(-D|=F1-x,| > x,=—4 S __,:P(2,—1)>P'(-4,—1)

Ripetendo il procedimento determinate I’immagine dei seguenti punti A(1,1) ; B(-3,-2) ; C(2,0) e completate:
A(.,..) > A'(...,..))
Sx:—l: B(,) - B,<,)
Cle,...) > C'(...,...)

Generalizziamo

Vogliamo determinare 1’equazione della simmetria avente come asse una retta parallela all’asse y di
equazione x=b; sia P(x,y) un generico punto del piano e sia P’(x’,y’) la sua immagine in §,_, . Seguendo il
ragionamento dell’esempio possiamo scrivere: |x—b|=|p—x'| essendo P ¢ P’ da parte opposta rispetto
all’asse si ottiene x—b=—x'+b — x'=—x+2b ; concludendo

Sx=b:P(x,y)—>P'(—x+2b, y) o anche S"z”:[iz;ijzb
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I punti A(-5,1); B(-2,6); C(3,6); D(0,1) sono vertici di un quadrilatero.
1. Dimostrate che ¢ un parallelogrammo
2. Determinate perimetro ¢ area

3. Determinate la sua immagine A’B’C’D’ in Sy_3

E vero che sia sul lato AB che sul lato CD esiste un punto fisso nella simmetria considerata? Tali punti su
quali lati di A’B’C’D’ si trovano? Perché?

Simmetria rispetto alle bisettrici dei quadranti """"""""""""""""""""""
Determinate il punto medio M del segmento avente per ----- LJ" ------ * ----- -----
estremi i punti P(4,2) e P’(2,4) e verificate che il triangolo POP* | | 1 | | | Lo

——————————————————————————————————————————————————————————————

¢ isoscele sulla base PP’.
“La retta OM ¢ I’asse di simmetria del triangolo

considerato”: VERO o FALSO? SN S S SN ST N SO S SN SN N
Considerate un’altra coppia di punti Q(-1,-3) e Q’(-3,-1) ¢ : ¢+ & e
ripetete le richieste precedenti. R X EI CHNS CRN TR E
L’asse OM ¢ la bisettrice del I°-1II° quadrante, di equazione L...-i....f_._i il L.l 4 i
r=x HERN |
Generalizziamo: verificate che due punti | i T N S It S S
P(xp,yp) e P'(yp,xp) sono equidistanti dall’origine del t----i—.ll bl o 4ol i

riferimento e che il punto medio del segmento PP’ appartiene
allaretta y=ux .

——————————————————————————————————————————————————————————————

DEFINIZIONE. La simmetria assiale avente come asse la bisettrice I°-I1I° quadrante, indicata con §, ,
associa ad ogni punto P (xp,yp) il punto P'(y,,X,) ottenuto scambiando le coordinate di P; la sua

x'=y

equazione & Sp1:|" ,
y =X

Tracciata nel riferimento la retta y=—x , dopo aver verificato che ¢ la bisettrice del I[°-IV° quadrante,
possiamo dare la seguente

DEFINIZIONE. La simmetria assiale avente come asse la bisettrice II°-IV° quadrante, indicata con S, ,
associa ad ogni punto P (xp,y,) il punto P'(—=y,,—x,) ottenuto scambiando ’opposto delle
coordinate di P; la sua equazione & Sp»: ; ,i :ﬁ

Determinate I’immagine del quadrilatero ABCD di vertici A(0,0), B(2,2), C(5,3), D(0,5) nella
simmetria. S,

Nella simmetria S, laretta y=-x ¢ fissa o unita?

Motivate la verita della seguente proposizione:” nella simmetria S, I'immagine dell’asse x ¢ 1’asse

y”. Viene mantenuto I’orientamento dell” asse x?

Completate: S, , : (asse x)—>(asse .....) € (asse y)—>(.......... )

Analogamente: : 51 (asse X)—>(.... ..... Ye(oon.n ) CPTT )

m Dato il quadrilatero ABCD di vertici A(0,0), B(3,1), C(4.,4), D(1,3), trovate il suo corrispondente in .
S 1 Quale delle seguenti affermazioni ritenete corretta:

[A] il quadrilatero ¢ fisso nella simmetria considerata

[B] il quadrilatero ¢ unito nella simmetria considerata

Determinate il corrispondente del parallelogrammo ABCD di vertici A(-5,1); B(-2,6); C(3,6); D(0,1)

in C; perché¢ AA’,BB’, CC’ DD’ sono paralleli? Ricordando che il parallelogrammo ha un centro di

simmetria, determinate il centro di simmetria di ABCD e verificate che in S, ; esso ha come immagine il

centro di simmetria di A’B’C’D’.

m Nel piano cartesiano sono assegnati i punti A(0,3), B(-2,0), C(-1,-3).
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Determinate i punti A’, B’, C’ immagine in Sy,
2. Calcolate I’area del quadrilatero A’B’C’0O, essendo O 1’origine del riferimento

3. Motivate la verita della proposizione :” i segmenti AB e A’B’ si incontrano in un punto P della
bisettrice I[°-IV° quadrante

4. E vero che AP’B & congruente a PAB’?
BZEN Sono assegnate le simmetrie Slt[x,:_x; Szt[x —7; Sg,tlx =2-x, S4I|x =—oxl

y'=-y y'=x y'=y y'=3-y
Usando qualche punto scelto arbitrariamente riconosci ciascuna di esse € completa la tabella sottostante:
SIMMETRIA TIPO CENRO: coordinate ASSE: equazione
S
S,
S;
Sy

m Quale tra le seguenti caratteristiche ¢ invariante in una simmetria assiale?
[A] la posizione della figura

[B] la direzione della retta

[C] il parallelismo

[D] I’orientamento dei punti

[E] dipende dall’asse di simmetria

m I segmenti AB e A’B’ si corrispondono nella simmetria di asse r; sapendo che ABB’A’ ¢ un
rettangolo, quale proposizione ¢ vera?

[A] AB ¢ perpendicolare ad r

[B] AB ¢ parallelo ad r

[C] AB appartiene ad r

[D] AB ¢ obliquo rispetto ad r e ABnr=H

m E assegnato il punto P (—\]i %) ; determinate il suo corrispondente nelle simmetrie indicate e

completate:
S,:P = P'(...... e ), § P — P'(...... e ) Syo:P — P'(...... e );
¥=-3
S:P - P'(..... eennn ); S,_,:P = P'(...... e ); Scqq:P = P e ),

Un segmento unito in S, ¢

[A] un segmento perpendicolare alla bisettrice I°-I1I° quadrante

[B] un segmento perpendicolare alla bisettrice [1°-IV° quadrante nel suo punto medio
[C] un segmento parallelo alla bisettrice I°-1II° quadrante

[D] un segmento perpendicolare alla bisettrice II°-IV° quadrante

[E] un segmento avente il suo punto medio appartenente alla bisettrice I11°-1V° quadrante

2.3 La traslazione

DEFINIZIONE. Fissato nel piano un vettore Vv si chiama traslazione di vettore Vv (indicata con TR) la
corrispondenza che ad ogni punto P del piano fa corrispondere il punto P’ dello stesso piano in modo che
PP'=V

Per costruire il corrispondente di un punto P del piano procedete con i seguenti a
passi: B’
 fissate un vettore v
* prendete un punto P del piano P v
 da P tracciate la retta a avente la stessa direzione di v Rt /

+ sua fissate il punto P’ taleche PP’ siaequipollentea Vv
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* P’ ¢ l’immagine di P nella traslazione TR: P— P’
GLI ELEMENTI UNITI

* p: “Nella traslazione non ci sono punti uniti”.

* q: “Una retta parallela al vettore che individua la traslazione ¢ unita”.
Lasciamo al lettore la verifica delle proposizioni enunciate.

TEOREMA 1

Dimostrate che TR ¢ una isometria.

Strategia risolutiva:

dovrete dimostrare che I’immagine di un segmento AB ¢ il segmento A’B’ tale che AB=A’B’

TEOREMA 2

Dimostrate che se r ed r’ sono due rette corrispondenti in una traslazione, allora sono

parallele
o figural

m Nel piano sono assegnati i tre punti A, B, A’; il punto A’ ¢ immagine di A in
una traslazione; dopo aver determinato il vettore della traslazione costruite
I’immagine del triangolo ABA’. (figural) B A
m Determinate I’immagine del parallelogrammo ABCD nella traslazione di

vettore v=AC .

m Dati due punti distinti A e B e il vettore CD della figura 2, detti A’ e B’ i punti immagine di A e B
nella traslazione di vettore CD , rispondete alle questioni:

[A] di che natura ¢ il quadrilatero ABB’A’ ? o u P
[B] puo succedere che il quadrilatero in questione sia un rettangolo? E un

rombo? o

[C] cosa succede se AB ¢ parallelo al vettore CD ?

Come dobbiamo assegnare due segmenti AB e A’B’ perché siano B
corrispondenti in una traslazione? E unica la traslazione che associa ad AB il
segmento A’B’?

Descrizione analitica di una traslazione

Pensiamo il piano, dotato di riferimento cartesiano ortogonale, come formato da due cartoncini

sovrapposti: sul piano D, trasparente, i punti sono rappresentati dal solito simbolo, sull’altro C,

sottostante, 1 punti sono rappresentati con +.

Studiamo la corrispondenza TR tra i punti del piano D e i punti del piano C espressa dalla legge:
P(xp;y,)€D 5 P'(x,+1;y,+(=3))€C

Se P(1;5) ¢ il punto di D il suo corrispondente ¢ P’(2;2)

& m Determinate il corrispondente di ciascuno dei seguenti
punti F(0,2); H(=1;8); K(3,3); V(4;-1)
N m Rispondete alle domande:
s| GF = ¢ vero che il dominio della corrispondenza coincide
] con D?
3 = ¢ vero che la corrispondenza assegnata € univoca?
I * i puo affermare che ¢ biunivoca?
g » di quale punto ¢ immagine il punto S’(0;-4)?
0 \ Y . .
T e e o e s e s s T s = ¢ vero che ¢ una isometria?
1 m Nel riferimento cartesiano rappresentate ogni punto
-2 o« . . . .
4| dell’esercizio E55 e i corrispondenti F’, H’, K’, V’ e
N congiungete ciascuno con la propria immagine. I vettori
N FE' HH', KK', VV' sono equipollenti?
-61
-7
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Dagli esercizi precedenti possiamo affermare che la corrispondenza assegnata ¢ una isometria
completamente caratterizzata dal vettore v (1,;—3) pertanto ¢ una traslazione.

DEFINIZIONE: Fissato nel riferimento cartesiano ortogonale un vettore V(a;b), chiamiamo equazione
della traslazione di vettore V(a,;b) (TR(a,b)) le relazioni che legano le coordinate di un punto P con
le coordinate della sua immagine P’.

DEFINIZIONE: Siano x e y le coordinate del punto P ¢ x’, y’ le coordinate del punto sua immagine, 1’
x'=x+a

equazione della traslazione di vettore v (a;b) ¢ TR(a;b):i" ~—
y'=y+b

m Nel riferimento cartesiano € assegnato il punto P(-4;2);
determinate il punto P’ immagine nella traslazione
TR(3;—1):/%'=x+3
y'=y+(=1)

Strategia risolutiva:

1. individuate il vettore W della traslazione: Ww(...;...)

2. tracciate il vettore nel riferimento cartesiano

3. determinate le coordinate di P’: P°(...;....)
Completate: PP’ & ............a W ;questo significa che i due

vettori hanno ... ... ... direzione (cio€ sono ... ... ... ...), stesso ... ...
€...... ... ... intensita.

m Nello stesso riferimento dopo aver fissato un punto Q(...;...) e il punto Q’(...;...) immagine nella
stessa traslazione TR(3,-1), dimostrate con le conoscenze di geometria sintetica che PP’Q’Q ¢ un
parallelogrammo.

Ipotesi: PP’=QQ’; PP’... QQ’

Tesi: ... ... ...

Dimostrazione:

Sappiamo che I’ equazione di una traslazione ¢ TR (a ,b): [ } . Assegnate le coordinate

y'=y+h
(x,y) di un punto P e (x’,y’) della sua immagine P’, le componenti del vettore della traslazione sono date da:
[A] a=x"+x, b=y'+y

[C] a=x"—x, b=y'—y
[D] a=x"+x, b=y'—y
x! yf
E] a=—, b=—
[E] 5

m Dopo aver determinato I’equazione della traslazione in cui A’(0,-2) ¢ ’immagine di A(3, 2),
determinate il perimetro del triangolo AO’A’ essendo O’ il corrispondente di O(0,0) nella traslazione trovata.
m Verificate che il punto medio M del segmento PQ di estremi P(-1,4) e Q(5,0) ha come immagine in
TR(3,-1) il punto medio M’ del segmento P’Q’.
x'=x+2
y'=y—1
Dati A(1;0) e B(0,2), determina C ¢ D in modo che ABCD sia un quadrato.

m Applica la traslazione di equazione al segmento di estremi A(-2;4) B(3;3).
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m Determinate I’immagine del triangolo di vertici
A(0,2), B(-3,2), C(0,5) nella traslazione TR(4,1);
calcolatene perimetro e area.

Determinate I’equazione della traslazione di
vettore S§=u-+V assegnati dalla figura 3.

Determinate inoltre I’immagine del poligono di vertici - ™ - - - - -
H(_ 1 s 1)7 K(O,—Z), L(350)5 F( 1 52)

m Un vettore v ha modulo unitario, ¢ applicato
nell’origine e forma con 1’asse delle ascisse un angolo
di 30°. Determinate le sue componenti e scrivete
I’equazione della traslazione da esso caratterizzata. -3
figura 3

2.4. La rotazione -4

Premessa: b

Nel piano fissiamo un angolo convesso di vertice V e lati a

e b; se immaginiamo, bloccato il vertice V, di muovere il

lato a fino a farlo sovrapporre al lato b abbiamo “percorso”

I’angolo muovendoci in senso antiorario; considerando

I’angolo concavo di vertice V e lati a e b se immaginiamo,

bloccato il vertice V, di muovere il lato a fino a farlo

sovrapporre al lato b abbiamo “percorso” I’angolo concavo V 3
muovendoci in senso orario.

DEFINIZIONE: Un angolo si dice orientato quando viene fissato un ordine tra i suoi lati, esempio
I’ordine alfabetico. Se per andare dal primo lato al secondo ci si muove in senso antiorario diciamo che
I’angolo ¢ positivo, al contrario avremo un angolo negativo.

Esempio
Nella figura sono disegnati alcuni angoli i cui lati seguono I’ordine alfabetico.

W
b d
D
f

- Angolo di vertice A ¢ lati a e b: a raggiunge b percorrendo 1’angolo o in senso antiorario quindi diciamo
che a ¢ positivo ;

- Angolo di vertice G e lati f e g: f raggiunge g percorrendo 1’angolo vy in senso orario quindi diciamo che y ¢
negativo ;

Completate:

- Angolodivertice Delatided e: ........oooevviviiiiiiiiiiiiene,

-Angolodivertice Telatipet: ......coooviiiiiiiiiiiiiiiiiienns
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DEFINIZIONE. fissato un punto O e un angolo orientato o chiamiamo rotazione di centro O e
ampiezza a (Ro, o) la corrispondenza che associa ad un punto P del piano il punto P’ tale che

P'O = PO ¢ POP'= ..

Fissato 1’angolo orientato o , il punto O centro della rotazione e il
punto P, la sua immagine si determina con i seguenti passi:

e congiungiamo O con P

e tracciamo la circonferenza di centro O e raggio OP

e costruiamo con vertice O I’angolo B = a

e P’ ¢ il punto di intersezione della circonferenza con il
secondo lato h dell’angolo 3

P
m Prendete in considerazione 1’angolo € di vertice T, sia O il centro di \Qt/ o

rotazione e F un punto del piano di cui si vuole determinare I’immagine. T
Costruite F’ seguendo i passi illustrati sopra.
GLI ELEMENTI UNITI °
* p:nella rotazione il centro ¢ I’unico punto unito
* q: nella rotazione sono unite tutte le circonferenze aventi il centro nel centro di rotazione
Lasciamo al lettore la verifica di quanto affermato.

TEOREMA 1

La rotazione é una isometria.

Servitevi della figura accanto, in cui € segnato il centro di rotazione O, I’angolo o

orientato o (¢ ¢ il primo lato) e un segmento BC per dimostrare il teorema

proposto. B c
Strategia risolutiva:

costruite I’immagine B’C’ nella rotazione assegnata

Ipotesi .. vov ves e e e e e e

S
DImOoStrazione ... ... ... oo vee cer vt cet e e e e e e e

TEOREMA 2

La rotazione é un’isometria diretta. D °
Ricordate che per questa dimostrazione basta costruire I’immagine di una figura e c
verificare che viene mantenuto il verso di percorrenza del contorno. Vi proponiamo

il centro e ’angolo di rotazione; disegnate una figura geometrica, costruite la sua
immagine e concludete.

m Costruite I’immagine del quadrato ABCD nella rotazione di +90° avente come D
centro di simmetria il vertice B.

Fissate 1 punti medi M ed N rispettivamente di AB e di CD; dove si trovano le rispettive
immagini?

E vero che il quadrato & unito nella rotazione avente come centro il punto

d’incontro delle diagonali € come ampiezza 90°?

m “L’ortocentro di un triangolo equilatero ¢ il centro di una rotazione in cui il triangolo € unito”.
Determinate 1’angolo di rotazione.

m Costruite I’immagine A’B’C’ del triangolo equilatero ABC nella rotazione di centro B e ampiezza

(=120 °) . Dimostrate che C, B, A’ sono allineati e che ABC’ ¢ un triangolo equilatero congruente a quello
dato.
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» 3. Composizione di isometrie

Composizione di isometrie di tipo diverso

Riferendovi alla figura, completate:

A
99 y a

x=3

Nel riferimento cartesiano ortogonale sono assegnati il triangolo EFD avente i vertici di coordinate

E(..,..);F(..,...);D(...,...) eil vettore % di componenti (...,...) . Con la traslazione di vettore
- . TR(i) . . .
u sitha ppp N e DEF = D’E’F’ essendo la traslazione una isometria.
S(l
Nel piano ¢ tracciata la retta a di equazione x=3; nella simmetria assiale S, si ha g N e

D’E’F’= D”E”F” essendo la simmetria assiale una isometria.

Completate con le coordinate dei punti

TR (i) S,

E(oiii)——E"(i ) ——E" (5.
TR (7)) S, TR (71) S,

F() »y F '() >F"(...;...) e EFD » E'FD'—— E"F'D" ¢ DEF=D"E"F"
TR (%) S,

D(...;...) yD'(...;...) yD (...

per la proprieta transitiva della congruenza.

DEFINIZIONE. Chiamiamo composizione di due isometrie @, ¢ @, Pisometria & , (e scriviamo
P=D,°P, ¢ [eggiamo “ P, composta con P, ), che associa ad un qualunque punto P del piano il

punto P” ottenuto determinando prima I’immagine P’ di P in P, e di seguito I’immagine P” di P’ in
¢] ¢2

yP'—— P’ -

®, . In formula: qb(P):gpzod)l: P

S0 TR (i)

Riprendendo I’esempio precedente concludiamo ppg SD"E"F" -

In generale la composizione di isometrie non ¢ commutativa: @ c®,#®,0P, | *)

Se, utilizzando I’esempio precedente volete verificare che S,° TR (i)# TR (i)°S, , troverete un risultato
che sembra contraddire quanto affermato; basta perd un contro-esempio per convincerci della verita della
proposizione (*).
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Controesempio
Determinate I’immagine del punto P(2,2) in S,°TR(ii) essendo #%(3,2) e poi I’immagine dello stesso
puntoin TR (i) S,

Tracciate il vettore %(3,2) e completate: “*
TR(@) s, y

P »P(...) P (. ) .
s, TR (7))

P »P (... P (....) ,

Concludete: la composizione di isometrie non

G, , infatti si ha 2

S oTR(u1)...... TR(it)e S,

Problema 1
Possiamo determinare 1’equazione che lega le .
coordinate del punto iniziale con quelle della sua = <+ = 2« Jo 1z s e s

immagine nell’isometria ottenuta dalla composi- “
zione? Procediamo per passi:
I° passo: scriviamo I’equazione della traslazione

TR(E):[;,ij/i; e della simmetria rispetto 3
allassey S,= x’,:—x *
Y =y

II° passo: determiniamo I’immagine di
P(xp, yp)in S, oTR (i)

TR (i) S,

4 re - x''=—x_-3
P(xp,yp) » P (xP+3,yp+2) » P (—xP—3,yP+2)=>SyOTR(u) L PZ
Y _yp+
I1I° passo: determiniamo I’immagine di P (x,, y,) in TR(i)°S,
Sy TR (if) r—_
P(xp,yp)—sP'(=xp,y ) P (—xp 43,y +2) = TR(@)S [© = *PF3
p y rr—
y''=ypt2

da quanto fatto riconfermiamo la non commutativita dell’operazione di composizione di isometrie.

P
Nel piano ¢ assegnato il punto C e il vettore Vv ; costruite I’immagine del punto * o
P nell’isometria TR (V)°S. e anche I’immagine dello stesso punto P nell’isometria
Sco TR (7) -
Il centro della simmetria ¢ il punto C (—1,—2) , il vettore della traslazione &

v(3,—2) eil punto di cui vogliamo determinare I’immagine ¢ scelto da voi arbitrariamente. Ripetete
I’esercizio precedente e determinate I’equazione di @, =TR(V)° S, edi #,=S.oTR(V)
Sono assegnati il punto C(-4,3), la retta x=1 e il punto P(0,5); determinate I’immagine P” di P
nell’isometria A=S.°S _, el’immagine P* di P nell’isometria A"=S__ o S, . E vero che p” e P* si
corrispondono nella simmetria S, ? Determinate ’area del triangolo PP”’P*. (R. area=40u?)
E assegnato un punto O; determinate 1’immagine P’ di un punto P nella rotazione di centro O e
angolo di 60° e ’immagine P” di P’ nella simmetria avente come asse la retta PO.

1. Completate: p y P!

2. Dimostrate che P, P’, P” appartengono alla circonferenza di centro O e raggio OP

3. Individuate le caratteristiche del quadrilatero PP”OP’

4. Determinatene ’area, supponendo OP =2(m) (R. area=2\B (m*) )
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Composizione di isometrie dello stesso tipo

Determinate I’equazione dell’isometria che si ottiene componendo la simmetria che ha per asse 1’asse

Quale isometria avete ottenuto?

x ¢ la simmetria avente come asse ’asse y: S,°S5, [

Determinate I’equazione di S, °S, [ Cosa potete concludere?
o ) : Ay

Nel riferimento cartesiano ortogonale sono tracciate le rette N

a: x=—1e b: y=2 eilpunto B(2,1) .
1] Determinate I’immagine di B nell’isometria 2=5,°8, di cui K
indicherete 1’equazione.
2] Determinate 1’immagine di B nell’isometria €2,=S,°5, di cui | S~
indicherete 1’equazione.
3] Indicate le coordinate del punto K e scrivete 1’equazione della . J
simmetria di centro K. Cosa concludete? 3 2 ] 0 ) > g

Generalizziamo

Le rette a e b sono perpendicolari e O ¢ il loro punto di intersezione. Dimostrate che:
1. La composizione delle due simmetrie di assi a e b € commutativa
2. L’isometria 2=8,5,=S,°8, ¢&lasimmetria centrale di centro O

Conclusione: La composizione di due simmetrie assiali con assi perpendicolari in O ¢ la simmetria centrale
di centro O. L’operazione ¢ commutativa.

Determinate I’immagine del punto P nell’isometria

ottenuta componendo due simmetrie con assi incidenti.
. . Sa Sb
Servitevi della figura accanto. p X - XE

Verificate che la composizione non ¢ commutativa
Sb Sa

determinando p N pvl , Pnl

Dimostrate che PA=P'A=P"A=P' A=P" A
Dimostrate che i punti P, P', P", P', P" stanno
sulla circonferenza di centro A.

Dimostrate che P AP"=2-&

Conclusione: La composizione di due simmetrie assiali con assi incidenti nel punto A ¢ la rotazione di
centro A e angolo orientato 2-& ; punti corrispondenti appartengono alla circonferenza di centro A e
raggio PA. La composizione in esame non ¢ commutativa.

ABC ¢ un triangolo equilatero e O ¢ il centro della circonferenza circoscritta. Dimostrate che il
triangolo € unito nella rotazione di centro O e angolo a=120°. Analogamente il quadrato ABCD ¢ unito
nella rotazione di centro H, punto d’incontro delle sue diagonali, di angolo a=90°.

Giustificate la verita della proposizione: “La simmetria centrale di centro K ¢ una rotazione di 180°”.
Nel piano dotato di riferimento cartesiano ¢ tracciata la bisettrice 1°-III° quadrante e laretta y=1 .
Completate le osservazioni seguenti:

* il punto di intersezione K ha coordinate K(...,...)

* D’angolo delle due rette ¢ di .....°
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""" e I’equazione

. . x'=.....
della simmetria di asse laretta y=1 : S,- .

Determinate le coordinate del punto P” immagine di P, arbitrariamente scelto, in Q2=S§,,°5 _, e
scrivete I’equazione di Q.

Concludete: Q ¢ la rotazione di centro ....... e angolo ...... (ricordate il segno all’angolo di rotazione)
m Determinate le coordinate del punto P* immagine di P, arbitrariamente scelto, in Q"= S,_1°8, e
scrivete I’equazione di Q.

Concludete: QO* ¢ la rotazione di centro ....... e angolo ...... (ricordate il segno all’angolo di rotazione)
Determinate 1’equazione della isometria J=3S,,°8 _, e stabilite se esiste qualche elemento unito.
Come cambia 1’equazione dell’isometria J~ =8 _,°8,, rispetto alla precedente? Sia J che J* sono

rotazioni: determinate centro e angolo (con segno) di ciascuna. A questo scopo potete utilizzare il punto
P(2,4) o un punto arbitrariamente scelto.

m Determinate I’immagine del punto A nell’isometria A=S,0 S,

essendo a e b le rette parallele segnate in figura e A il punto dato. Dimostrate o

che AA"=2-d essendo d la distanza tra le rette a e b. a
Fissate arbitrariamente un altro punto B non appartenente ad alcuna delle

rette date e determinate la sua immagine B” nell’isometria A.

E vero che AA"=BB" e AA"/BB" ? Potete concludere che

I’isometria A & la traslazione di vettore AA" ? b

DEFINIZIONE. La composizione di due simmetrie assiali con assi paralleli
¢ una traslazione di vettore avente direzione perpendicolare ai due assi di simmetria e modulo uguale al
doppio della distanza tra gli stessi assi.

m Verificate che la traslazione A ,=§,°S§, ¢ caratterizzata da un vettore avente modulo e direzione
uguali al vettore A4A4" trovato nell’esercizio precedente, ma verso opposto.

m Nel riferimento cartesiano ortogonale sono assegnati i punti A(1,5); B(2,1); C(-1,3). Determinate i
punti A”, B”, C” immagine rispettivamente di A, B, C nella traslazione TR=S___,°S8 _, . Scrivete
I’equazione della traslazione, individuate il vettore che la definisce calcolandone modulo e direzione.

CEM Determinate i vettori 7 e v delle traslazioni TR (i) ;C ,f;t; e TR(V) ; ,i ;:? e il vettore
$=u+7v . Verificate che TR (V)eTR(u)=TR (%) .

Cosa otteniamo dalla composizione 7R (i)oTR(V) ? Sapresti darne la motivazione?

Concludete: componendo due traslazioni $i OtHENe .............ovieviiiiiiiiiiiiiiiiieienes

Nel riferimento cartesiano ortogonale Oxy ¢ assegnato il punto O, (2,1) ; scrivete I’equazione della

simmetria centrale di centro O So= e ’equazione della simmetria centrale di centro O,

[ —

So=1"," . Determinate I'immagine P” del punto P (1,2) nell’isometria 2 =S,°S, di cui

avrete scritto I’equazione e determinate PP " . Determinate Q” immagine di Q (5 - 1) nell’isometria X

e determinate QQ" . Potete affermare che PP "=QQ" ? Verificate che PP"=Q00"=2-0,0 .

m Everoche X=S,°5, ¢ 3,=S5,°5, sono la stessa isometria?

m Dimostrate che la composizione di due simmetrie centrali ¢ una traslazione caratterizzata dal vettore
parallelo alla retta passante per i due centri e modulo uguale al doppio della loro distanza.
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DEFINIZIONE. La composizione di due simmetrie centrali ¢ una traslazione di vettore avente la
direzione della retta OO, e modulo uguale al doppio della distanza tra O e O, .

Composizione di due simmetrie assiali con assi paralleli.

. . . x'=2b—x . . x'=2a—x

Prima simmetria . ; Seconda simmetria .

y = y =Yy

!
. . x'=2b—2a+x .
Componendo le due simmetrie si ha [ , chee.......coo oo i il
y =y
Se a=b le due simmetrie sono ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... laloro composizione € ... ... ... ... ... ...
m Composizione di due simmetrie assiali con assi perpendicolari.
. . , . x'=2a—x

Una simmetria con asse parallelo all’asse y ha equazione yi=y cassex=a

x'=x

y'=2b—y eassey=>b

Mentre una simmetria con asse parallelo all’asse x ha equazione [

Componendo le due simmetrie otteniamo ... ...

Isometria inversa

Sappiamo che dalla composizione di due isometrie si ottiene una isometria ¢ in generale componendo due
trasformazioni geometriche si ottiene una trasformazione geometrica, ossia una corrispondenza biunivoca tra
punti del piano.

Considerate due trasformazioni ¥, € ¥, e detta 7 [I’identita puo succedere che ¥,o¥,=¥,o¥ =1
cioe che I’immagine di un generico punto P nella trasformazione composta coincida con P stesso.

DEFINIZIONE. Si chiama inversa di una trasformazione ¥ la trasformazione che compostacon ¥ ,
a destra o a sinistra, da origine all’identita e la indicheremo con ¥~'; in simboli:
YoV '=¥'o¥=1

Per quanto riguarda le isometrie studiate
K Verificate che:
1. linversa della traslazione di vettore Vv(a,b) ¢ la traslazione di vettore — 7V ;
2. l’inversa di una rotazione di centro O e angolo a ¢ la rotazione di centro O e angolo -a
m Verificate che le simmetrie (centrale, assiale) hanno se stesse come isometria inversa, ossia

(S¢)'=Sgels,)'=s,

| DEFINIZIONE. Si chiama involutoria una trasformazione che coincide con la sua inversa.

m La proposizione “la simmetria centrale ¢ la composizione di due simmetrie assiali” &:

[A] sempre vera [B] vera se i due assi sono incidenti [C] mai vera
[D] vera se i due assi sono perpendicolari [E] vera se i due assi sono paralleli

. . . . 5 \
m Completa la proposizione: “La simmetria centrale di centro C (—5 , V3 ) puo essere ottenuta come

composizione delle due simmetrie assiali di assi le rette ... ... ... ... ... ... e lasua equazione ¢ ... ... ... ...
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Stabilite il valore di verita delle proposizioni:
Componendo due isometrie si ottiene una isometria

a)
b)
c)
d)
e)
f)
2)
h)
i)

Componendo due simmetrie assiali si ottiene una simmetria assiale VF
Componendo due traslazioni si ottiene una traslazione VF
Componendo due simmetrie centrali si ottiene una simmetria centrale VF
Componendo due simmetrie assiali di assi incidenti si ottiene una rotazione VF
Componendo due rotazioni si ottiene una rotazione VF
L’identita si ottiene componendo una isometria con s¢ stessa VF
L’inversa di una traslazione ¢ la stessa traslazione VF
Componendo una simmetria centrale con una rotazione si ottiene 1’identita VF
Componendo una simmetria centrale di centro H con la simmetria assiale avente come asse una retta
passante per H si ottiene sempre ’identita VF

Ulteriori esercizi sulle isometrie

m L’equazione [x ,f 4= x} descrive:
Yy =y

[A] la simmetria di asse I’asse y [B] la simmetria di asse la retta x=4
[C] la traslazione di vettore Vv (4,0) [D] la simmetria di asse x=2
[E] la simmetria di centro C(4,0)

=
BEEN La trasformazione = [x =T 2} ¢ un’isometria?

y'=2x

Il segmento di estremi A(3,4) e B(3,-2) ha come simmetrico il segmento di estremi A’(3,2) e
B’(5,2); ¢ stata eseguita:

[A] la simmetria di asse laretta x=4

[B] la simmetria S,

[C] la simmetria S,

[D] la simmetria di asse la retta x=3

[E] la simmetria S, -5

Attribuisci il valore di verita alle seguenti proposizioni:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
J)

In una isometria vi ¢ almeno un elemento unito

Nella simmetria centrale vi sono infinite rette unite, ma solamente un punto unito
In ogni triangolo vi ¢ almeno un asse di simmetria

Qualche quadrilatero ha un centro di simmetria

11 triangolo equilatero ha un centro di simmetria

Il rombo ¢ I'unico quadrilatero avente due assi di simmetria

Tutte le rette aventi la stessa direzione del vettore della traslazione sono rette unite
Solo la simmetria assiale ¢ una isometria invertente

Rette parallele hanno come immagine in una isometria rette parallele

In una isometria una retta ¢ sempre parallela alla sua immagine

Il quadrilatero di vertici A(5,0), B(9,0), C(12,4), D(7,3) nella simmetria S, ha fisso il lato AB.
Spiegate come sia possibile questo fatto.
Dimostrate che la bisettrice di un angolo ¢ il suo asse di simmetria

Il rettangolo ABCD con AB<BC ha come immagine il rettangolo A’B’C’D’ nella simmetria avente
come asse la retta AC. Potete affermare che AB’DCD’B ¢ un esagono regolare? 5

I due segmenti della figural possono essere corrispondenti in una /

simmetria centrale? figural
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Nella figura2 abbiamo disegnato il quadrato ABCD e il punto A’
corrispondente di A in una isometria. Stabilite quale isometria ¢ completamente
fissata con questi elementi (simmetria assiale, traslazione, simmetria centrale) e
determinate in essa I’immagine del quadrato.

A’

D

figura2

Costruite I’immagine di un triangolo rettangolo ABC (non isoscele) di ipotenusa BC

a) in ciascuna delle simmetrie S, Sz, S¢

b) nella simmetria Sy essendo M il punto medio dell’ipotenusa

¢) in ciascuna delle simmetrie aventi come assi le rette dei lati
Comporre due traslazioni di vettori vi(2; 3) e va(3; 6) applicandole al triangolo ABC, con
A(-2;-1) B(-1; -2) C(-4; -3) .
Determina il corrispondente A'B' del segmento di vertici A(-2; 6) e B(-3; 3) nella simmetria
di asse x=-1, applica poi al segmento ottenuto un'ulteriore simmetria con asse x=4. Utilizzando
I’equazione per la composizione di due simmetrie con assi paralleli tra di loro trova le nuove
coordinate dei due punti A e B.
Determina il corrispondente A'B' del segmento di vertici A(1; -6) e B(4; 3) nella simmetria di asse x
= 2, applica poi al segmento ottenuto un ulteriore simmetria con asse y = 1. Utilizzando ’equazione per la
composizione di due simmetrie con assi perpendicolari tra di loro determina le nuove coordinate dei due
punti A e B.
Componi le seguenti trasformazioni geometriche scrivendo I'equazione della trasformazione
composta e fornendo un esempio con disegno relativo.

a) Due rotazioni con lo stesso centro

b) Due rotazioni con centro diverso

¢) Due simmetrie centrali

d) Due rotazioni di un angolo retto
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