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» 1. Valore assoluto

11 valore assoluto o modulo di un numero a , indicato con |a| , ¢ lo stesso numero se a ¢ maggiore o
uguale a zero, il suo opposto, cioé —a ,se a ¢ minore di zero. In sintesi scriviamo:

a se a=0

—a se a<0

Per esempio |+7|=7; |-3 =—(=3)=3; [0/=0, |-1|=1, |1]=1 .

Nello stesso modo definiamo il valore assoluto di una espressione algebrica.

11 valore assoluto o modulo dell'espressione algebrica E =x"—3 x , indicato con ‘xz— 3x| ,¢una
funzione definita per casi, cio¢ definita da espressioni diverse su sottoinsiemi diversi del dominio,

la| =

¥—3x se x’=3x>0 )
—(x*=3x) se x*=3x<0"’

risolvendo la disequazione x°—3 x>0 si esplicitano i due sottoinsiemi in cui sono definite le due

2
precisamente: f (X) = =34 =

(x):|x2—3x|: X’—3x se x<O0Vx=3

espressioni algebriche. Otteniamo dunque J
p & d —x*+3x se 0<x<3

In generale, la funzione valore assoluto di un’espressione algebrica, detta argomento del valore assoluto,
viene esplicitata nei due casi generati dallo studio del segno dell’argomento:

I (o) = | f(x) se f(x)=0
—f(x) se f(x)<0

B Perlafunzione f(x)= |\/§ +3 x| trovare le espressioni algebriche che descrivono i due casi,
ciascuno con il suo dominio.
Strategia risolutiva. Per la definizione si ha:

f(x) = |x/§+3x| _|V3+3x se vg+3 x=0 - x=>....

. s V3+3x<0 - x<....

m Descrivere per casi, eliminando i valori assoluti, la funzione f (x)z‘ =4 +x+1—2x
Dobbiamo studiare i segni dei due binomi in valore

-2 -1 2
assoluto
X —4>0- x<—2V x>2 PO I | SRS R I
x+1=20-x>—1 x+1>20 oo oo +++++H++++
La situazione ¢ rappresentata con maggiore chiarezza nel
grafico.

Nell'intervallo x<-—2 il primo argomento di valore assoluto ¢ positivo ¢ il secondo ¢ negativo.
Nell'intervallo —2<x<-—1 tutti e due gli argomenti di valore assoluto sono negativi.
Nell'intervallo —1<x<2 il primo argomento di valore assoluto € positivo, il secondo & negativo
Nell'intervallo x>2 entrambi gli argomenti sono positivi.

(x’—4)—(x+1)-2 se x<—2
—(x*—4)—(x+1)—2x se —2<x<-—1
—(x’—4)+(x+1)—2x se —1<x<2
+(x*—4)+(x+1)—2x se x>2

Scrivi l'espressione algebrica che descrive i due casi della funzione, ciascuno con il suo dominio

In sintesi f(x)z

f(x)=-2x+5 £ (x)=lx=1] £ (x)=l=x

Bl s (0=l-x"+4 S ()=l +1] f (2=l =321
fla)=2a~2 -y F{a) =221

_« IIEEE O B

B/ (x)=lx+1+x-1 F)=Bx=2~7x+1 f(x)=—lx+2+Hx—2~x
Bl ()=l 1= f(x)=‘%—|xl f(x)=fc—fﬂ+!x2+4x+3\+1
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» 2. Equazioni in una incognita in valore assoluto
Equazioni con valore assoluto del tipo |f(x)]=k con k>0
L'incognita ¢ presente solo all'interno del modulo.

Esempi
m [x*-7=3
Ricordiamo che ‘x2—7‘=x2—7 se x>—7>0 mentre ‘x2—7‘=—x2+7 se x°—=7<0

Pertanto l'equazione diventa x’—7=3 se x’—7=0 e —x’+7=3 se x’~7<0 . 1l tutto si
2 2
. | x*=T7=0 x—=7<0
trasf 11'uni i due sist .
rasforma nell'unione dei due sistemi JET P 47=3
2 2
Moltiplicando per -1 l'equazione del secondo sistema otteniamo x2 ;_2 U x2 ;< 0 3
x—=7= x=T=-

Si vede abbastanza facilmente che sia nel primo che nel secondo sistema le due disequazioni sono sempre
verificate. Infatti, nel primo sistema I'equazione x*—7=3 verifica automaticamente la disequazione

x*—7>0 in quanto ¢ richiesto che x*—7 siauguale a 3, pertanto ¢ necessariamente positivo.
Stesso ragionamento vale per il secondo sistema. In altre parole, per risolvere la disequazione data ¢
sufficiente risolvere le due equazioni (x?—7=3|Vv|x?~7=-3] unendone le soluzioni.

X=7=3 5 ¥*=10 - x,=—V10Vx,=V10 o T |
) . Le soluzioni sono quindi: =10, 10,-2,+2|
2 l )
X—T7=-3 > x=4 - x;=—-2Vx,=2

] ’xz - x| =1
L'equazione |x2 — x| =1 si risolve unendo gli insiemi soluzione delle equazioni x*—x=1 e

1_\/g\/ =1+\/§ 1-v5 1445

2 Y2 2 . L'Insieme Soluzione ¢ [— ,
X—x=-1->x"—x+1=0 5 A<0 > @ 2 2
Procedura risolutiva. Per risolvere un'equazione del tipo |f (x)=k con kERAk=0 ¢ sufficiente
risolvere la doppia equazione f (x)==*k .

2
xX—x=—1.

2 2
X—x=1->x"—x—1=0—- x,=

Equazioni con valore assoluto del tipo |f(x)=k con k<0
Se k<0 l'equazione ¢ impossibile. In questo caso |f(x)=k ¢ una contraddizione, in quanto un valore
assoluto di una espressione da un valore sempre positivo.
m [x-7=-1
Impostiamo la ricerca delle soluzioni con il metodo generale presentato prima.

jz : ;% 0_1 jg : ;j (1) Entrambi i sistemi non hanno soluzioni reali. L'equazione ¢ impossibile.
Risolvi le seguenti equazioni che hanno l'incognita solo nel valore assoluto
1
|x—2x2|=1 R. Xlzl,'xz:—f |—x2—4|=9 R. x1=\/§,'x2=—\/§

EN ¥x=3 R & x?+1/=0 R &

N 2x+1=2 R. xlz—E;xZZ% x*=3x+1]=1 R.0;1;2;3
R
R

+y2 x—1/=3 R.-2; 42

=3

xX*=7=3 +(10,+2 6| x2—1/=0 R.-1;+1

1 1 1 1 3
§—x2=—1 R. & ‘g—xzz R. ;

5 — x*—5x+1 2 =
13 | =1 2 22T ) R0:5,-4%342
Sl 12 2xz+3x_1\ ! 3N

oo ROAZZ,

Equazioni nelle quali I'incognita si trova anche fuori dal modulo

N | —
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m |-1+3x=7x+4 .
Osserviamo che il primo membro dell’equazione presenta un valore assoluto.

—14+3x se —1+3x=0 — xzé

Esplicito i due casi dell’argomento [—1+3x]= 1
1-3x se —1+3x<0 — x<§

1 1
>— <—
Modifico 1’equazione tenendo conto dei casi: 4 J1*=3 B]{* =3
—1+3x=T7x+4 1-3x=7x+4
xZ% x<§
Risolvo i due sistemi 4] B]
4x:—5—>x:—é 10 x=3 —>x:i
4 10
Unisco le soluzioni, tenendo conto che nel primo sistema la soluzione -5/4 non ¢ accettabile in quanto non ¢
. . _ 3113 _3
maggiore di 1/3. Pertanto: 1.S., U LS. ;=& U 10]—[ ol ~ *=To
[ -2 x+5=x-3
—2x+5 se =2x+5=20 — xS%

Esplicito i due casi dell’argomento [-2x+35]= 5
2x—5 se —2x+5<0 — x>§

5 5
Riscrivo 'equazione assegnata in forma di due sistemi A= 2 B]* ~ 2
—2x+5=x-3 2x—5=x-3
X S;— > 2
Risolvo ciascun sistema 4 ] 2 Bl\" 72 quindi LS. ,=@; 1S.,=4@
—3x:—8—>x:§ x=2

Unisco i due insiemi soluzione 1.5., U LS., =0 U&= :'equazione impossibile.
B [ 2x—1=x+2

Leauazione i rasf Hunione dei due sistermi | X120 2x—1<0
equazione si trasforma nell'unione dei due sistemi |, ™, _ * Y57 T
>1 x<% I
dacui {*T 2V | le soluzioni sono x=3Vx= 5
x=3 X = —5

Procedura risolutiva

Per risolvere un'equazione in cui l'incognita compare sia nel modulo sia fuori dal modulo, si pongono le
condizioni iniziali sull'espressione che ¢ all'interno del modulo e si vanno a risolvere due sistemi uniti dal
connettivo logico “0”.

Nel primo sistema vi sara la condizione f(x)=0 e la seconda equazione si otterra da quella data
togliendo le barrette del modulo.

Nel secondo sistema vi sara la condizione f(x)<0 e la seconda equazione si otterrd da quella data

togliendo le barrette del modulo e cambiando il segno a tutto cio che vi era all'interno.
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Determina l'insieme delle soluzioni delle seguenti equazioni con valore assoluto definite in R

W |x—1]=x

|x*—4/=3x—1

2—x|=4—x"
|x2+2|= 1—x°
|-x*4+2x —3]=x+1
|—x2+4x—7|=3—2x

x> —4x+3|=4x—6
[1-2x|=5x—7
|x3—x2|=x—l
¥ —3x+2|=x+1

X+ 1]=3+x

|2 x’=3 x| =—Xx
|x3—4x2| =1—4x
|x4—3x2| =x"-2
x*—5x7=5-x"
19— x|=x"—3x+4

|x2—2x—5|=4—%x2

=3 x+2|=2x—4

lx +5|=x>—1

Rx—6|=7-2x"
N -4 =x+8
EN [+ 1 =5-x

Bl - =x7+8

|x4—9|=x2

|1—x2’=4 X +x

N

lx¥*-3x+2/=2x-4
lx*~3x+2/=2x-4
’xz— l‘zxz—l
’xz—Sx+6’ =3x’—x
’x2—3’=x2—6x+9

2
<

Ay K wEwlwe Ww wEwlw N [\V] N ol el L s
w L (Y KAy % NEP]O ~ w = (o Mool IENE o)

1-3x|  x*—3x+2

2 —4x|=4(x—1)(x+2)

|—x2—4x—8|=3x—2—x2

1-2x|  1-2x
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X==

2
. 34421 . _ =3+429
1 2 4 2 2
x,=2;x,=—1

Ji]

x,=2;x,=1

J]

V6 2+V14
o 2
X, =3, x,=4+7
x=2

x=1

x,=2+3,;x,=2-3
x,=2;x,=—1

boJ

5-421
x1=—1,'x2=T

242,20 1+43

x=1;x,=-1 ;x3=\/§; x4=—\/§

RN & -
X1= ;s Xo= 3 ,X3—2
I8 42T
1= 5 > AT > A3 3
x,=2; x,=3
x1=—2;icz=3 B

1-V3 1+43
NET T
[x1=—3 ,' X2:4}

—1-417 —1+/17
T R
[XI:_z,' x2:2]
+02+2437 ,{—2+2737

2 T2

-1-y21 _ -1+/21

T T o
o

x,=2; x,=3
x<—1vx=>1
x,==3;x,=1

x=2

_q161+1
=0

R. impossibile
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» 3. Equazioni con piu espressioni in valore assoluto

m 2x-3-1-2x=4
L’equazione presenta due espressioni in valore assoluto; ciascuna di esse sara sviluppata in due modi diversi
dipendenti dal segno assunto dai rispettivi argomenti. Si presenteranno quattro casi e 1’insieme soluzione
dell’equazione sara ottenuto dall’unione delle soluzioni dei singoli casi. Per semplificare il procedimento
possiamo procedere studiando il segno di ciascun argomento e confrontarli servendoci del seguente schema:

1 3
2 2
D
segnodi 2x—3 — — +
segnodi 1 —2x + — —
I casi che si presentano possono essere esaminati nei tre sistemi:
1 1 3 3
A XSQ_, B 2—SX<E C XZE
—(2x=3)—(1-2x)+x=4 —(2x=3)+(1-2x)+x=4 (2x=3)+(1-2x)+x=4

Dove la prima condizione ¢ la disequazione che vincola il segno degli argomenti e la seconda ¢ I’equazione
che risulta in base al segno definito. Risolviamo

A. xsz_ — LS. ,=8 |2 non ¢ minore di%
—(2x=3)—(1-2x)+x=4 - x=2
1_.3

B.{> =r= 2 — LS. ;=8 (0 non appartiene all'intervallo considerato)
—(2x=3)+(1-2x)+x=4 - x=0
x>= B . .

C — I.S..={6} soluzione accettabile

(2x=3)+(1-2x)+x=4 - x=6
Conclusione: 1.S.=1S.,U LS. ,U LS..={6|
m | —4-3x=|x—1]
Confrontiamo il segno di ciascun argomento servendoci dello schema:

-2 1 2

segno di x”—4 + - - +
segnodi x—1 - - + +

In questo caso dobbiamo esaminare 4 casi che si esplicitano nei sistemi:

x<-2 i _ 5 1S,=0
X—4-3x=—x+1 - x*=2x—5=0 > x,=1-V6Vx,=1+V6

B2 x<l ) > 1S.,= 8
—x'+4-3x=—x+1 - x+2x-3=0 - x,=-3Vx,=1
c|1=x<2 R 1S..=(1]

—xX’+4-3x=x—1-> x’+4x-5=0 > x,=—5Vx,=1

x=2 ( =
- — = IS,=2+\{7
X—d4-3x=x—1-> X’—4x-3=0 > x,=2—{7Vx,=2+7 o J

Conclusione: i.S.=15.,U 1S.,U LS. U LS., =1; 2+7]
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Procedura per risolvere una equazione con la presenza di uno o piu valori assoluti
Si possono verificare tre casi:

1. L'incognita ¢ presente solo nell'argomento del modulo: |f(x)|=k , I’equazione si risolve

ponendo: f(x)==*k
* Se k<0 Tl'equazione ¢ impossibile

2. L’incognita si trova anche al di fuori del modulo; in questo caso si analizza il segno dell’argomento
del modulo e si risolvono i due sistemi dove la prima condizione ¢ la disequazione che vincola il
segno dell'argomento e la seconda ¢ l'equazione che risulta in base al segno definito. L'insieme
soluzione dell'equazione ¢ dato dall'unione dell'Insieme Soluzione dei due sistemi.

3. Se ¢ presente piu di un modulo, si studia il segno di ogni argomento e dallo schema che ne segue si
costruiscono e quindi risolvono i sistemi in cui la prima condizione ¢ la disequazione che vincola il
segno degli argomenti ¢ la seconda ¢ l'equazione in base al segno definito. Anche in questo caso
I'Insieme Soluzione dell'equazione ¢ dato dall'unione dell'Insieme Soluzione di ogni sistema.

Risolvi le seguenti equazioni con due valori assoluti

BEN x-2/+5-2x/=x—1 R. x,=2;x,=3

BEN [ —ax+3]=1-2]4—x] R. x=2

= 1]=x"=x +[3 - R. £

m |3x—2|=x2—|x2—x|+3 R. x %;xz——%

|3x—x2—2|=%+x2—x—2|1—x2| R. xl—%;)@: 2—%

BEN x5+ —1=x-2 R. 0

B -2=]x-4 R. x,=—3;x,=—1;x,=2

Bl -2l R 2L 1D

lx—2|=[x*—4|+4 R. x=—2

EEE 2=l -4l+s R &

m |x*—3 x|=x|x] R. x1=0;x2=%

BN x—1l(x+1)=2x—4| R. x=V6-1

lx*=5x+6/=(3—x)|x>+x—2| R. x,=0;x2=3;x3’4=—li\/5

| 62 EREPES) R, x,=2;x,=—2

I+ 3]+ 2=0 R. 0

m d*=5]x+6=0 Ro % =2;x,=-2,x=3,x,=-3

BN 2 x—x]-2x=2[x>-9 R x,=-3-3V3;x,=1-7

A x-17xd=x-1 R. x,=1,x,=1+2

|x|=3x—|x2—1| R. x1:\/§—1;x2=\/§+1

KR I -2l+x]=1+%° R x,=1;x,=—1-2

m |3x—6|+|4x—x2|=x+3 R. xl=3;x2=\/§;x3=l+m
—1+

¥ =4+ 1-2x=2x"+|x+2 R. %JS

1 —5+245 1+2437

x+|x2+x—6‘=z(x2+10x+25) R. x,= +5v [ X34= +3V

x+2|-x—1|=x>—|x| R. xl=1—\/§;x2=2+\/8

Ix*—4 x|=|x| R. xm:ng;xM:i¢§;x=0

b4l R x=3im=-t 4

|x—2|:|X2—4|—% R. )c1=%;x2=l—i_z\/i;)Q:—H_z\/ﬁ
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~
(o)}

|x2—4x|=|2x2—3|
lx—1F~|x*~1]=1
l0—4x3=x*+2[x —3|
(Ix—1/-[3x=3]y=0
(x| =217+ =8
2x—1/-1]6—2[x*~9]|=0
_1
h—ﬂh—h—m—4

[0 0]
=

O O S ~
w = O ~

= 1+3[4x+x7+3]
2

o0}
w

2
x—1]—|x+1]=1
l4 x> —4|—2]x+1]=0

lx—4|=|(x—17~1]

0o
~

(lx—1]-Bx—6/'=0

3x2—l—x=|x—1|

2

[o0]
[o0]

(x—1)4—2x]=x>-2

(x—1)[4—2x]=x>—1
(x—1)[4—2x]=x"+1
X 2x+2|=4|x
lx—2|=[1 —x|=(x—1)
2|x*—9+6l4x+12|=0
[x —2|+|x|=1—x*

lx—2|=|x*—4 -2

O
~

|5x—x2|=3+2x—|x|
2]4—x=|x?—2x+3|
3—3x|+x=8—2]16—4x
100 |x—1|=i—1

x+1
’xz—x‘ +3x=|x—1]—2x +1|
| x2=5x+6|+3x+2 =[x’ 1| —|x+1|
[x=3+1)*=|x*+1|=3]x]-|-3]

101
102
103
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rRPRRP R

2xy7,2513
3
_1-3
2
r=lixe 3_x23:—1i«/46
’ 577 3
x=1
— 3=i1+¢257
4
x,=0,x, l,x3’4:ix/6,x56:i2\/§
=3 _2-\3
2 2
x,=—3,x,= %;3@——%
L
2
X, = 1'x2=l'x =§
A M)
S S A E N
! 2 7 2
U
1 2’ 2 4
22
1 2 N2 2
x1=3+\/§;x2=3+\/§;x3=3_\/§
3 3
x,=1;x,=5
x=3+/6
x,==2,;x,=0,x,=1
xl=0;x2=\/§
x=-3
i)
0,-1,-1”17,-—1“33
2 2
1;3,2V3+3;4-19
—1,%,-—1+2¢§,-—1—2¢§
—1+(87 1+143 1-3433 —1-4217
4 4 8 8
1-417
0,1, >
0; -2
10
8
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» 4. Disequazioni con valori assoluti
Le disequazioni con i moduli si risolvono in modo analogo alle equazioni con moduli.
Caso in cui l'incognita si trova anche fuori dal modulo
[ | ’xz—x’<2xz+3x—1

Studiamo il segno dell'argomento del modulo x*—x>0 — x ( x—1 )z 0 - x<O0vx>1
La disequazione assegnata si sdoppia nell'unione di due sistemi

x<0vx=>1 0<x<l1 S lificando le di oni si b
emplificando le disequazioni si ha
= x<2xX’+3x—1 |—x’+x<2x’+3x—1 it quazl
x<0VvVx>1 O0<x<l
K +4x—1>0 |3x°+2x—1>0
1° sistema 2°5i5ten?a
—2f 245 1 -1 0o 3 1
Ay n] —, - (L o et e T s At
:\‘:+—1_\’—1:>O ““““““““ 3.\':+2.\'—1>“O “““““ -
N777777) S S R ‘////// LS. = meefene VI - -

unione dei due sistemi
1

2 7 1
Ls.1 /N ---------- /11111711
TIF R R I ------
Ls. /N -------- [N T

.. : = 1
L'insieme soluzione¢ x<—2—y5Vx> E

Caso in cui I'incognita si trova solo nel modulo

Le disequazioni della forma |f (x)|<k si trasformano sempre nella disequazione —k<f (x)<k
] ‘xz— 1‘ <3

x’<4

x'>=2

x’—1<3
xX’—1>-3
La prima disequazione x°<4 ¢ verificataper —2<x<2

La disequazione diventa —3 <x?’—1<3 oppure -

La seconda ¢ sempre verificata perché il quadrato x”> & sempre maggiore di un numero negativo.
L'LS. Della disequazione assegnata ¢ quindi —2<x<2

Le disequazioni della forma | f (x)| >k si trasformano nella forma f (x)< —kV f (x)>k
[ ‘ x'— 4‘ >4
L'equazione diventa x*—4<—4V x’—4>4 , spostando il -4 al secondo membro x*<(QV x*>8
La prima disequazione x°<( non ha soluzioni in quanto il quadrato x> non pud essere minore di 0.
La seconda ha per soluzioni x<—2+2Vx>24y2
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Risolvi le seguenti disequazioni con valori assoluti

T
=) K=}
0l S

106

'—l

07

.—l

0

[
[0 ¢]

0

[
o

|—\

113

'—I

1

[
(=Y

R ~H~
'—I
N ~lo

15
116

1
1

1
1

7
8

119

120

121
122

N

N NN N N
NENMISMSEMEN
oJjlofuE~Ew

129

130

Ix+1]<1
| —3x+3/<3

3x*—1|>6
5-]5—x7>6
9—-16x3>0

| X>+6x/>2 R.

5x—x1>6
2+l<—l>2
32

‘x2—3‘ >|—4

X

2x%—Tx+3>| x> 2%
X
x—1
’x2+3‘ <|5-2x|

>1

’xz—l‘ +3x22(x+’x2—1‘)

|x—2/+22—x>(x—2)(x+2)
(x=32—|(x*=4)<10+(x+1)(x—1)—6x
4 x+1

x—1<

BY

|x—1|+3x—[3—x[+1<0
|x—1|=4—|2x—3|

1—|ax>— 1| +5x </ x*=9 +3x>
’xz—x‘—2S|x—2|
|x—3|—x2

<l—|x—1
|x_1| |x |

(x—l)2—|x—3|<|x+5| (x—5)—|—2x
|2x—3|<6
‘x2—2x‘>3

x’—1-5

>0
|x—1|(x2—x—6)

R
R

R.

R

R.

R.

~

~

~

7~

R.

R.
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. -2<x<0
. 0<x<3
V21, 421
X<———Vx>——
3 3
. impossibile

3
#E>
TG

x<—3=V11Vv=3—yT<x<=3+{/7vx>=3+/11
R.

x<—1V2<x<3Vx>6

12 12
17<x< 3 Ax#0

1
>—Ax#1
x2x

—1—{3<x<—1+y3
V5+1 V51
2 2
L -5<x<2
XFE—2AXF#2

<x=<

x<1

—%<x<—lv3<x<%

2<x<|6Vx>3)Ax#xl
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» 5. Equazioni irrazionali con un solo radicale

DEFINIZIONE. Un'equazione si dice irrazionale quando I’incognita compare sotto il segno di radice.

Analizziamo le seguenti equazioni: [A4]V3-x=x’—x+2, [BlV2x=x*—x .

Notiamo che 1’equazione [A] ¢ di secondo grado, intera con un coefficiente irrazionale (sotto il segno di
radice), ma non ¢ un’equazione irrazionale perché l'incognita non compare sotto la radice.

Nell’equazione [B] il monomio 2x, contenente I’incognita, compare sotto il segno di radice pertanto essa ¢
un’equazione irrazionale.

Problema
Determinate l’area di un triangolo rettangolo ABC retto in A avente perimetro di C
24cm e i cateti che differiscono di 2cm.
Dati: 2p=24; AB—AC=2 Obiettivo: ? Area
Cratooia risoluting _ABAC s
trategia risolutiva: Area= — dobbiamo quindi determinare i cateti.

Poniamo AC=x con x>0 — AB= 2+x e sfruttiamo I’informazione relativa al perimetro per
determinare [’equazione risolvente AB+AC+ BC=24 . Applicando il teorema di Pitagora si ha

BC = \/ x4+ (24+x)= \/ 2x*+4x+4 e dunque otteniamo I’equazione risolvente

2x+24\2 x> +4 x+4=24 in cui l’incognita compare sotto il segno di radice.
Caso della radice di indice pari

Ricordiamo che I’espressione irrazionale E =4V f (x) con n pari non nullo ha significato per tutti i valori di
x che rendono non negativo il radicando, pertanto I’Insieme Soluzione di un’equazione irrazionale in cui
compare uno o piu radicali di indice pari sara un sottoinsieme del Dominio o Insieme di Definizione del
radicale (condizione di realta del radicale).

Riprendendo 1’equazione J2x=x'—x siavida D=ID.=R"U [0} = L5.€D ; nessun numero negativo
potra essere soluzione dell’equazione. L’espressione irrazionale E =1 f (x) nelsuo L.D. ¢ positiva o nulla
(per definizione), pertanto I’equazione V2x=x"—x potra verificarsi solo se il secondo membro sara non
negativo (condizione di concordanza del segno).

Quando abbiamo un'equazione nella quale l'incognita compare sotto una radice di indice n pari possiamo
elevare alla potenza n entrambi i membri dell'equazione e la radice va via. Tuttavia, 'equazione ottenuta non
sempre ¢ equivalente a quella data, ossia non sempre ha le stesse soluzioni dell'equazione data.

Esempio
[ | Vx+2=x

1° metodo
Elevando al quadrato di ha x+2=x" dacui x’~x—2=0 . Risolvendo questa equazione di secondo
grado otteniamo le soluzioni x,=—1,; x,=2 | Tuttavia, sostituendo questi valori di x nell'equazione
irrazionale di partenza si ha:
per x=—1 — {—142=—1 — J1=—1 che & falsa, pertanto x=-1 non puo essere soluzione;

2

per x=2 — 242=2 — {4=2 che ¢ vera, pertanto x=2 ¢ l'unica soluzione.

Per risolvere un'equazione irrazionale con indice pari possiamo allora elevare alla potenza pari della
radice i due membri dell'equazione, risolvere I'equazione che si ottiene e verificare se le soluzioni sono
accettabili.

Possiamo pero procedere in un altro modo.
2° metodo

L’Insieme Soluzione dell’equazione irrazionale 7% f(x)=g(x) con n pari non nullo sara un
sottoinsieme dell’insieme, chiamiamolo H, in cui sono contemporaneamente vere le condizioni

>
f(x)=0A g(x)=0 ossia I’insieme H soluzione del sistema gg;;g .Insimboli: [S.€H .
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Esempi
| \/ x+2=x
x+2=0
La soluzione si ottiene risolvendo {x=0 le disequazioni danno come condizione x=0 . Le
x+2=x
soluzioni dell'equazione x*—x—2=0 sono x,=—1,; x,=2  ['unica da accettare & x=2.

| V5—2x=x—1
Elevo ambo i membri al quadrato, ottengo  5—2x=x’—2x+1 — x’=4 — x,,=%2
Sostituisco x=-2 ottengo 5 —2-(=2)=—2—-1 — V9=-3 falso, quindi x=-2 non & una soluzione
accettabile.
Sostituisco x=+2 ottengo 5—2-2=2—1 — {1=1 vero, quindi x=+2 ¢ una soluzione.

5
— > <=

Ponendo le condizioni i>%x_0 si ha . 2 - 1=x 35 Pertanto la soluzione x=-2 non ¢
- x=>1

accettabile in quando non ¢ compresa tra 1 ¢ 5/2, la soluzione x=+2 ¢ invece accettabile.
Caso dell'indice della radice dispari

L’espressione irrazionale E =% f (x) con n dispari ¢ definita per tutti i valori reali per cui ¢ definito il
radicando, quindi I’equazione irrazionale % f(x)=g(x) sirisolve elevando ad n entrambi i membri
dell'equazione: f(x)=g"(x)

Esempi
] i/x—2=l
2
. 1 | 17
Elevando al cubo si ha x—2=§ - x=2+§ — xz?

u \3/—3x2+3x+1=x
Elevando al cubo siha  —3x’4+3x+1=x" — (x—1)=0 — x—1=0 — x=1

3 x  2-5x
2x+3 4

11 dominio del radicando ¢ I’insieme H ={x€IR

3 . . .
X+ 5 ¢ dunque 1.S.SH . Per risolvere l'equazione si

3

. . , . X 2—-5x . .
eleva primo e secondo membro al cubo, si ottiene l'equazione v 13 = 1 , la cui risoluzione
X
richiede la risoluzione di un'equazione di quarto grado.
2
31 4x+x
b 3—x

Sihache IS SH doveH¢ H= {xEIR |x#0Ax#3 } in cui esistono reali entrambi 1 membri
dell’equazione. Elevando al cubo si ottiene l'equazione risolvente che non svolgeremo.
B V2x=x"—x

Determiniamo I’insieme H in cui si possono determinare le soluzioni dell’equazione;

1S.€H con H=|2¥=0
x —x=0

Rendiamo razionale I’equazione elevando ambo i membri all’esponente uguale all’indice della radice, quindi
. [ 2 2
otteniamo  [v2 x| =(x*—x| - 2x=x*-2x +x

Risolviamo I’equazione ottenuta x*—2 x’+x’—2x=0 — x-(x2+1)'(x—2)=0 - x=0vx=2

- H={x€|R| x=O\/x21}

confrontiamo le soluzioni con H e in questo caso possiamo affermare che 1’insieme soluzione dell’equazione
razionale & anche 1’Insieme Soluzione dell’equazione irrazionale assegnata 1.S.={0; 2|
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Risolvi le seguenti equazioni:

2x+1=7 R. 24
— 15
2xr1=2 R
Ixt1=—1 R. -2
V5x—2=—4 impossibile
\/ 2x°+9=2 impossibile
EEEl Ga+10=1-2x R 4-2/13
2 3
—3=\/ 2 impossibile
S
a3x+1—3x2=x R. 1,‘—2i\/3

4
\/1624—1—34—362=(x—2)2 R. 3

10, PEESERUSEERRE
X X 2
2
JZX =l g R+
x [
4x+l:\/ 2 impossibile
2x x+1
144 g \/ (x’—4)=x"—2 impossibile
\/2X—3:2 R 9+15
x—=2 4
B a-r-1 R 3+;13

(3= xP—{x—22°+5=(x—3)(x—2)
4x+%\/25—x2=%(x+1)

BXEN (50 +4x—8+x=2|x—1
T 18— 21 x+34=—3+2x

) 3
151 j(x 1>.d X _ .43
X x—1 2

1

xX——

V4—x'=1 R. +{3
9
{2x+1=-2 R -3
\zfxz—6x=3 R.-3;9
\/ 2—x*+x=6 R. impossibile
J16 x—64=x—4 R.438
— 3 __2
\/3x+10—1—5x R x=—%
x—{x+2=0 R.2
V25— x*+x=7 R.3;4
\/x —-1__1 impossibile
3—x x—3
V15
357 +10=3x R ==
2 _
azx -1, R, 1.15+1
M 2
\/x —-1__1 impossibile
3—x x—3
Jox’—7x+5=1—x R.1;-2;2
S 3+ 6
Vax—1=12+13 R. ;
_ 17
2\ x*—4x—33—x=15 R. 21—
4
R. 1:=
'3
R.3:;4
R.1;3
R.6
9
R ——=
16

Basta la condizione x>0 per determinare 1’insieme H in cui si possono ricercare le soluzioni di

ciascuna delle equazioni ] Vx= 1

! e b]z\‘/;=

1
4—x

7 ?

Verificate che per ’equazione 3 ++7—3x—x=0 I’insieme H ¢ vuoto.
Perché I’equazione /y>— 1=—3 ¢ impossibile?
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» 6. Equazioni con due o piu radicali

Non potendo stabilire una forma canonica, procederemo mediante esempi al fine di acquisire un metodo
risolutivo a seconda dei casi che si possono presentare.

n \/;zx/}

Osserviamo subito che i due membri, nell’insieme in cui entrambi hanno significato, sono positivi.

1
. e . . . 2——2=0
Determiniamo quindi I’insieme H di definizione per entrambi: H = X
x>0
. . .. . x<0vx= 1 . 1
Risolvendo le due disequazioni otteniamo 2 dacui H=xeR|x=>
x=0

Ora eleviamo al quadrato entrambi i membri ottenendo 1’equazione razionale fratta

2— % =x dacui x,=x,=1 poiché tale valore appartiene all’insieme Hsi ha 1S ={1]

B x+3-V2x+6x=0
Separiamo i due radicali vy +3 =42 x*+6 x -

Affinché i due membri dell’equazione siano positivi dobbiamo porre la condizione di positivita anche al
x+3=0

2x+6x>0
Per trasformare 1’equazione data in un'equazione razionale, scriviamo radici con lo stesso indice. Il minimo

comune indice & 6, percio siha {(y+3)’= V2x+6xf

Elevando alla sesta potenza si ha (x+3)3=(2 x> +6 x)2 - (x+3)P—[2x°+6x 2:()
Raccogliendo a fattore comune otteniamo (x+3)2-(—4 x*+x+3]=0 .
(x+3P=0 - x+3=0 —» x=—3

. . . : |
radicando del radicale cubico: H = dacui H= {x €R |x =-3vx=0 .

Per la legge di annullamento del prodotto A y4320 xlz—%\/xzzl ;

Confrontiamo ora le soluzioni con le condizione poste in H: LS. ={—3,1} .

—_ 3
u \/x+\/x +2x—1=0
Separiamo i due radicali | x=—1 x*+2 x—1 ; osserviamo che i due membri nell’insieme in cui sono
definiti sono di segno opposto e dunque I’uguaglianza sara vera solo nel caso in cui entrambi si annullino.

Il primo membro si annulla solo per x=0 che non annulla il secondo membro, pertanto 1’equazione ¢
impossibile.

B (P 4+3x+{2x+2=0
Portiamo la radice con il segno meno a secondo membro, in modo da avere due radici positive
w“/ m = N X +3x
Poniamo le condizione sull'accettabilita della soluzione
2x+2=0 x=—1
x*+3x>0 x<—3Vx>0
Eleviamo ora al quadrato i due membri dell'equazione 2x+4+2=x°+3x — x’+x—2=0 le soluzioni sono
x,==2; x,=1

- x=>—1

Di queste due soluzioni solo x=1 soddisfa le condizioni di accettabilita.
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B (x+7-Vx—1=2
In questo esempio ci sono altri termini oltre i due radicali. Spostiamo dopo I'uguale il radicale negativo in
modo che sia a destra sia a sinistra i termini siano positivi: Vx+7=Vx—1+2
x+7=0 _ |x=-7
x—1=0 x=1
Torniamo all'equazione, eleviamo al quadrato  x+7=4+4Vx—1+x—1 — 4{x—1=4 — Jx—1=1
Eleviamo nuovamente al quadrato x—1=1 — x=2
Poiché 2>1 la soluzione ¢ accettabile.

- x=>1

C.E.

o x+12-1=V1-x
Portiamo -1 al secondo membro in modo da avere tutti termini positivi: \ x+12=y1—x+1
x+1220 _, [x=—12
1—x=0 x<l1
Torniamo all'equazione ed eleviamo al quadrato ambo i membri x+12=1—x+2V1—x+1 semplificando
x+5=y1—x .Scriviamo le condizioni per quest'altra equazione irrazionale
x+5=0
—12<x<1

Eleviamo al quadrato l'ultima equazione ottenuta  x°+10x+25=1—x — x’+11x+24=0

C.E. - —12<x<1

- —5<x<1

Le soluzioni sono x=-8 non accettabile, x=-3 accettabile.

[ | Jx2+1—\/1—4x:x
Trasporto a destra il radicale che ha il segno meno, in modo che diventi positivo  x’+1=11—4x+x

In questo caso risulta problematico risolvere il sistema con tutte le condizioni di accettabilita, perché
bisognerebbe risolvere anche la disequazione irrazionale 1—4x+x>0 . Ci limiteremo allora a risolvere
I'equazione e poi verificarne le soluzioni.

Elevo al quadrato ambo i membri  x*+1=1—4x+x*+2xV 1—4x
Semplificando siha 4x=2xy1—4x — 2x=xV1—4x — 2x—x\1-4x=0 — x(2—V1—4x)=0
Una soluzione ¢ x=0, la seconda soluzione si ottiene da 2—y1—4x=0 — 2=|1-4x elevando al

3
quadrato siha 4=1-4x — x=-7
Verifichiamo ora le soluzioni. Per x=0 si ha \/ 0°+1—=J1-4-0=0 — 1—1=0 soluzione accettabile.
3. 32 | 3 3 . 5.5 . .
Per x=—== siha ’ 2 |+1 _\/ 1—4.|—=|=—= dacui —=-— soluzione accettabile.
4 | ( 4 4] 4 4

m Vx+T7—Vx—1=2
Separiamo i due radicali, portiamo quello con il segno negativo a secondo membro vx+7=2+vx—1 .
x+720 _, g {
x—1=0
Analizziamo il secondo membro che dovra essere positivo per permettere di costruire 1’equazione razionale
darisolvere 2+4++x—1=0 che in H ¢ certamente positivo essendo somma di termini positivi.

.. . < . _ |
Determiniamo 1’insieme H per la realta dei radicali H= x€R |x =1 .

Eleviamo ambo i membri al quadrato (\/ x+7 )2= ( 2+x— 1)2 facendo attenzione al secondo membro che si

presenta come quadrato di binomio x+7=4+4-Vx—1+(x—1) - 4-Vx—1=4 .

Ci troviamo di fronte a un’altra equazione irrazionale, ma per le condizioni poste possiamo elevare al
quadrato ambo i membri x—1=1 — x=2 .

Infine confrontiamo con I’insieme H, possiamo concludere 1.S. ={2} .
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B Vx+r12-1=vVl-x
>

Determiniamo 1’insieme H per la realta dei radicali, H = x1+_1xZ>_ 00 -~ H=|xeR|-12=<x<1]

I due radicali sono gia separati; ci conviene portare -1 al secondo membro per avere tutti termini positivi:
Vx+12=1++1—x .Elevando al quadrato primo ¢ secondo membro si ottiene Vx—1=5+x .
5+x=0

; —-12<x<1

sintesi H = {xe R|-5<x<1 J . Eleviamo al quadrato di nuovo e otteniamo x’+ 11 x+24=0 le cui

soluzioni sono x,=—8V x,=—3 ; confrontando con H, possiamo concludere che LS.={-3} .

2x—5=0 - H=

5
x+120 ¥= 51
Prima di procedere con I’elevamento a potenza, dobbiamo porre la condizione di concordanza del segno.
Conviene trasportare al primo membro il radicale di destra. Nell’equazione trovata V2 x—5 +Vx+1=3
possiamo eleviamo al quadrato (\/Zx—5+ X+ 1)2:3,2 - (2x=5)+(x+1)+2V(2x=5)-(x+1)=9 da
cui 2v(2x—5)(x+1)=13—13x contenente un solo radicando. Nell’insieme H ¢ garantita la realta del
radicale, ma dobbiamo imporre che il secondo membro sia non negativo; otteniamo

So<3
2 2

Poniamo la condizione di positivita sul secondo membro e otteniamo I’insieme ;= ,in

B V2x-5=3—Vx+1

Poniamo le condizione di realta dei radicali: H = x€R

H,\= XZZ_ - H,=

13-3x=0
Elevando al quadrato si ha ’equazione razionale x*—66x+189=0 — x =3 Vx,=63 e confrontando con
H, siconclude 1S.=(3} .

B+ 1-V1-4x=x
Determiniamo I’insieme H ponendo per entrambi i radicali la condizione di realta:

p=|174x=0 L1
X+120 4|
Trasportiamo al secondo membro il radicale preceduto dal segno negativo: x*+ 1=x4++vV1—4x -
Prima di elevare al quadrato dovremmo porre le condizioni per la concordanza del segno e quindi risolvere
x+V1—4x=0 che ¢ una disequazione irrazionale. Usiamo allora il metodo della verifica finale: si risolve
I’equazione elevando al quadrato e giunti alle soluzioni si vanno a sostituire, una alla volta, nell’equazione
iniziale individuando quale dei risultati rende vera I’'uguaglianza.

2
Wtat =lx+V1=ax = F+l=x’+(1—dx)+2xVI—4x - 2x\V1—dx=dx -

Quest’ultima equazione presenta un solo radicale reale in H e ha i due membri concordi. Possiamo procedere
elevando al quadrato oppure raccogliendo 2 x a fattore comune e poi applicare la legge di annullamento

del prodotto: 2xV1—4x—2=0 — x=0VvV1—-4x=2 e daquesta si ottiene x:—i

in cui cerchiamo le soluzioni dell’equazione assegnata.

- H={xeR

1
Verifica:
Sostituiamo x=0 nell’equazione iniziale (%) e otteniamo 1—1=0 vero.
. 3 , S . 5 3 3 3
Sostituiamo x=-——nell’equazione iniziale (%) ¢ otteniamo ——2=—=— — ——=——vero.
4 4 4 4 4
Conclusione: LS. =[0 ; —%I
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Risolvi le seguenti equazioni con due radicali

V3x—5=+1—x R. impossibile
J3x—2=y2x-3 R. impossibile
157 [T R i - R. x=2;x=3
V6—3x=2+x+1 R. x=3_i\/6
Va—3x=Vx"—x-1 R. x=-1-V6
V3 2x=—Vx"+3 R. @
AT T-1 R $=200
2Vx—1=V1+2x+1 R. x=4+22
3Vx—x'=2Vx—1 R x=1
Vx1=3Vd—x R x=1
54313 5-3V13
N Rx =TV 573
2 60
142y 1-Fx= 241 R x=yg
4—x=2=\x—1+3 R, x=2
2-2V2—x=4VI-x R. x=1
TN V-2 =3Vx" -2« R x,=0,x,=2,x,=9
41
170 3\/x4—x3=4\/x4+2x3 R. x 0;x2——7
2 —ax 3=/ -1 R x=2+6
VX' +8=v4—x R0
V= 2x+3=11-x"+2x R x=1
7
Vax—7+V7x—4x>=0 R
V46 x+94+2-V1—x=0 R. impossibile
V2x+1+Vx—2+4=0 R. impossibile
Vxl—4=3+2V1-%° R. 0
Va+x =1+x"—1 R. x= 5;’52:_\/g
V2x+1=3+2Vx—6 R. x=26—611
Vx—2—{2x—1={5x—1 R. 7‘;“
3-2%) | 1 3
181 IR +2 —1=\/— R. =
\/ (x—1) EZ =1 2
— 5
\/(x—1)2+\/5x—6=2—x R. Z
163 [RE ey R. 1
Vx+1
184 ‘/ X +3\/4—x_4_0 R 2).&
4—x X 5
185 > 16 R. 1; 64
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» 7. Disequazioni irrazionali

Concludiamo con un cenno alle disequazioni irrazionali, disequazioni nelle quali I'incognita compare sotto
radice. Esaminiamo il caso in cui l'incognita ¢ sotto radice quadrata e 1'equazione presenta una sola radice.
Qualunque sia la disequazione di partenza, ci si pud sempre ricondurre ai seguenti due casi.

1° caso w/f(x)>g(x)
Questa disequazione si puo ricondurre allo studio di una coppia di sistemi di disequazioni. Infatti
distinguiamo due casi a seconda del segno della g(x).
Se g(x)<0 la disequazione ¢ sicuramente verificata, in quanto al primo membro ¢'€ una quantita sicuramente
positiva in quanto radice quadrata; bisogna per0 corre la condizione di esistenza del radicando ~ f (x)ZO

L . | g(x)<0
Pertanto, il primo sistema ¢ I (x)z 0
Se g(x)Z 0 , dopo aver posto la condizione di esistenza del radicale [ (x)ZO si possono elevare al

g(x)=0

quadrato i due membri dell'equazione, in quanto entrambi positivi. Si ottiene il sistema | ./ (X)ZO
2
fx)>[g(x)

del quale si puo eliminare la seconda disequazione in quanto la prima e la seconda disequazione implicano
automaticamente che  f (x)>0 . In definitiva

e = [5ESH50

>0
f(x)>[g(x)]’

] \/25—x2>x—5
x—5<0
25—x">0

x—5=0
25—x*>(x—5)

La disequazione ¢ equivalente al sistema [

x—5<0 - x<5

i —S5<x<
25-x’>0 - ¥°<25 o —5<y<s Vorlcaoper —S=x=

Il primo sistema

Il secondo sistema

x—5=20 — x=5

25—x">(x—5) - 25-x">x"—10x+25 — 2x’—10x<0 — 2x(x—5)<0 — 0<x<5
mai verificato: 1.S.=0

1° sistema 2° sistema
-5 5
K B ) e —] T m-ssmmmm-o- x—=5z0
25— 20 e . 25X :»|'_.\'—'3_'|: ___________________
LS. ~-om-- I |- === === -- S,
unione dei due sistemi
- ?
.S.1 ------ TN - ------
[0S.2 mmmmmfrmme e
LS. ------ I -------

L'Insieme Soluzione della disequazione ¢ 0<x<S5.
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2° caso w/fl X i<g(x)
Questa disequazione si puo ricondurre allo studio di un solo sistema di disequazioni, in quanto la condizione
g ( x)<0 non da soluzioni, in quanto la radice del primo membro dovrebbe essere minore di un numero
negativo, cosa non possibile in quanto le radici danno sempre valori positivi. Rimane allora da esaminare la
condizione g(x)>0; in questo caso si puo elevare al quadrato primo e secondo membro ma resta sempre da
aggiungere la condizione di esistenza del radicale, cioé¢ [ (x)Z 0 . In definitiva

o flx )>0
{f(x)<g(x) = g( )>0
(x)<[g(x)]

[ v/25—x2Sx—5
La disequazione presenta il segno di minore, pertanto ¢ equivalente a un sistema di tre disequazioni:
, . 25—x"20
(25—x"<x—=5 & | x—5>0 Sviluppando il sistema di ha
25—xzs(x—5)2
25—x"20 — x’<25 — —5<x<5
x—5=20 - x=5
25—x"<(x—5) - 25-x"<x’—10x+25 — 2x’—10x<0 — 2x(x—5)<0 — 0<x<5
—_Cln 0 5

La disequazione ¢ verificata solo per x=5.
B x+3<y3x+1
La disequazione ¢ equivalente al sistema
x+3>=0 condizione di esistenza del primo radicale
3x+1=0 condizione di esistenza del secondo radicale
x+3<3x+1 idue membri della disequazione sono positivi, si puo elevare al quadrato
Eseguendo i vari passaggi si ha

x+3=0 —» x=-3

3x+1=0 — xZ—;T

x+3<3x+1 » —2x<-2 - x>1

LS. = mmmmee e 111

La disequazione ¢ verificata per x>1
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Risolvi le seguenti disequazioni irrazionali

1
¢4X2—x2—2x+1 R. ng
\/xz—x—2S2x+6 R —2<x=<—-1vx=>2
J2x—1=x—8 R. %stB
VX —3x+2<7—-5x R x<I
| 9x’+2x=3x— 4 R, x<—ZVx=0
¢x2—2x25—x R. x22?5
16— 2x2<x+4 R. —2@5x<—§v0<xsﬂ§
\/3—2XS\/1—)€2 R. impossibile
4x>+2x>2x -3 R. xS—%VxZO
JT—x*>2x—1 R. —le<%
30 x 1573 R 3
¢x2+2x+lsh—x2 R. —1=<x=<0
V16X +2x>—4x—1 R. xs—%\/x>0
¢x2—l<x+3 R. —§<xs—l\/x21

3
BT | -3x+2<{3x—2x—1 R xS—ZVr=1Vxz2
\/EZ—3X+6 R. xZ%
202 | hms%“ R, xﬁg
\/XZ—SXZ)C—4 R. xSO\/x213—6
[ 204 | ¢x2+lséx+1 R. OSxS%
16
R 10x— > 2x2-32 R 4sx<
= 9
m ¢x2+x2x+3 R. xs—g
\/x2+1§%x—1 R. impossibile
B | Cri<i1-4 R. x=0
BEE (ox7+ x> 4—x R —2<x$—%\/1<x<2
39 3x+x° <21 2x—x° R x<-3

3
2\/x+x3>\/2x3—3x2 R xZE
¢365—363<2J)c4+2>(3 R. 1<x<2+/13
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