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» 1. Risoluzione delle disequazioni di secondo grado

Una disequazione di secondo grado si presenta in una delle seguenti forme:

ax’*+bx+c>0; ax’+bx+c=0; ax*+bx+c<0; ax’+bx+c<0
Per risolverla innanzitutto supponiamo che il coefficiente di x* , cio¢ il coefficiente “a” sia positivo. Se
cosi non fosse, basterebbe cambiare segno a tutti i termini e quindi il verso della disequazione; per esempio,
per risolvere la disequazione —2 x*+3x—1>0 sipuo risolvere la disequazione 2 x*—3 x+1<0 .
Quindi si risolve I'equazione associata, cio¢ si sostituisce il segno della disequazione con l'uguale. Si passa
cioé¢ dalla disequazione g x*+bx+c>0 all'equazione ax’+bx+c=0

Possono presentarsi tre casi.

1°. L'equazione & spuria ax’+bx=0
Questa equazione ammette sempre due radici reali e distinte, di cui una ¢ sempre 0. Ricordiamo che
I'equazione si risolve mettendo x a fattore comune

. . X1 Xz
x(ax+b)=0 e applicando la legge di
annullamento del prodotto, da cui ricaviamo _ | ‘ ___________________________
b .
x=0 V ax+b=0—->x=—— . Chiamiamo le due ------- ‘
a
radici X; € X». Analogamente a quanto fatto nelle + - +
disequazioni di primo grado, poniamo separatamente
ogni fattore maggiore di 0 e confrontiamo i segni dei
singoli fattori, come nel grafico a fianco. Le soluzioni saranno
. x<x,Vx>Xx, soluzioni esterne se la disequazione & ax’+bx>0 , analogamente
x<x,Vx=x, seladisequazioneé ax’+bx>0 .
. X, <x<X, soluzioni interne se la disequazione & ax’+bx<0 ,analogamente X <X¥<X, se
la disequazione & ax’+bx<0 .
Esempi
B 3x’—2x>0 mettiamo x a fattore comune X (3x—2)>0  soluzioni x<0Vx>—
. .. 1
] 5x°4+x<0  mettiamo x a fattore comune X (5x+1)>0 soluzioni —gﬁ x=<0
B x—3x>0 cambiamo disegno 3x’+x<0 dacui Xx(3x+1)>0 soluzioni —§Sx$0

. N 2
2°. L'equazione ¢ pura: ax"+c=0
Possono esserci due situazioni:
|
. . . | ¢ .
e ¢<0, in questo caso l'equazione ammette due radici opposte: xlz:iV —— : si torna al caso
’ a
precedente e si ha Xx<x,Vx>x, se la disequazione & ax’+¢>0 oppure X<x,<Xx, sela
disequazione & ax’+c¢<0
. . . o . . . 2 \ . PN
* ¢>0: I'equazione non ammette soluzioni reali; il binomio ax"+c¢ ¢ la somma di un quadrato pit un
numero positivo, pertanto ¢ sempre positivo. Di conseguenza la disequazione ax’+¢>0 avra

soluzioni per ogni x reale, mentre  ax’+¢<0 non avra nessuna soluzione reale.

Esempi
[ | x'—4=0 soluzioni X<—-2Vx=2
[ ] x’—9=<0 soluzioni —3<x<3
[ | X +4>0 soluzioni VY xeR
] x*4+9<0 soluzioni nessuna valore reale.
[ | 1-x°<0 cambiamo segno x°—1<0 soluzioni —1<x<I
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3°. L'equazione & completa: gx’+bx+c=0 . Sicalcola il valore del discriminante A =4"—4ac

A seconda del suo segno possono presentarsi tre casi:

Primo caso A>0 l'equazione ammette due radici reali e distinte; il trinomio si scompone in
a(x—x,)(x—x,) .Poiché abbiamo supposto a & positivo il segno del trinomio ¢ dato da

X1 X2

+ - +

Per cui la disequazione ax’+bx+c¢>0 ¢ verificata per valori esterni alle soluzioni, cioé
X<x,Vx=x, ; mentre la disequazione ax’+bx+c<0 & verificata per valori interni alle
soluzioni, cio¢ X =X=X,

Esempi
M x-3x—4>0; soluzioni dell’equazione associata x;=—1V x,=4 _ Soluzioni della
disequazione: x<-—1V x>4 .
B x-3x—4<0 ,in questo caso le soluzioni della disequazione saranno —1<x<4 .

Secondo caso A=0 in questo caso le radici dell'equazione associata sono coincidenti X=X, |, pertanto
il trinomio si scompone in a(x—xl)2 . Poiché a ¢ positivo e il quadrato ¢ positivo o al pitu nullo si
possono verificare quattro casi:

i. a(x—x,>0 &verificata V¥V x€ERAx#x,
’>0 ¢&verificata V x€R

.  a(lx—x,)
(x—x,’<0 non & mai verificata;
( )

iii. a
iv. alx—x ’>0 ¢ verificata solo per X=X, ;
Esempi
B X -2x+1>0 - (x—1/>0 soluzioni V xeERAx#1
B 4xX—4x+120 — (2x—1)’=0 soluzioni V x€ER
B 4+ 2x+1<0 = (x+1)<0 nessuna soluzione
1

B 4" H4x+1<0 — (2x+1)°<0 unica soluzione  x=—>

Terzo caso A <0 studiamo il segno che assume il trinomio in questo caso. Dobbiamo eseguire i seguenti
2

passaggi: mettiamo il coefficiente a a fattore comune, aggiungendo e togliendo F si ha
a

b b ) o L : :
a x2+; x+F—F+E . Osserviamo che i primi tre termini costituiscono lo sviluppo del quadrato di
a a
b\ b4
. . . . . . . . —4ac .
un binomio, e riduciamo gli ultimi due allo stesso denominatore, si ha a x+2— _T . Studiamo
a a
b 2
ora il segno di questa espressione: a ¢ sempre > 0, x+2— essendo un quadrato ¢ sempre maggiore >
a
b*—4ac A .. , . .
0; mentre _T Z—F ¢ sempre positivo perché A <0 . Concludendo il trinomio € sempre
a a
positivo. Si hanno allora le seguenti possibilita
1. ax*+bx+c>0 soluzioni YV xeR ;
2. ax’+bx+c=0 soluzioni vV xeR ;
3. ax’+bx+c<0 soluzioni per nessun valore reale di x;
4. ax’+bx+c<0 soluzioni per nessun valore reale di x;
Esempi
B 2x’-3x+4>0 > A=9-32=-23<0 soluzioni V xeR
[ | x=x+1<0 - A=1-4=-3<0 per nessun valore reale di x
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Esempi
B 2 +3x-1>0
1° passo: scriviamo l'equazione associata 2 x*+3 x—1=0 calcoliamo il delta: A=9+8=17 positivo

—3-+17 —3+417
— Vv X,=————
4 4
_—3—J1_7)'(x_—3+J1_7
4

2° passo: calcoliamo le soluzioni: x,=
1

4
4° passo: studiamo il segno dei singoli fattori e dalla tabellina dei segni deduciamo I’insieme soluzione della
disequazione

3° passo: scomponiamo in fattori il trinomio 2 x’+3 x—1= 2-(x

Segno del trinomio
317, =3+(17
4 4
6° passo: rappresentiamo graficamente 1.S. sulla retta reale
—3-V17  =3+\17

4 4

O O >
Osserviamo che contemporaneamente sappiamo anche risolvere la disequazione 2 x*+3 x—1<0 ei casi

2x°+3x—120; 2x°+3x—1=<0 .

5°passo: LS.={x€R]| x<

B 2x-5<0
1° passo: scriviamo l'equazione associata 2 x’—5=0 , calcoliamo il delta A =0+40=40>0

V10 V10

2° passo: determiniamo le soluzioni: x,= 5 VX, :+T

_|._— —_—
T 2

4° passo: studiamo il segno dei singoli fattori e dalla tabellina dei segni deduciamo I’insieme soluzione della

3° passo: scomponiamo in fattori il trinomio 2 x°—5=2-

.

i

disequazione
1o _J10
2 2
; >
- + 1 +
_ | _ +
- — +

Jio_ _ 410

5°passo: LS ={xeR] _TSXS_'_T

6° passo: rappresentiamo graficamente I.S. sulla retta reale

Vi W10

2 2

® Gl
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B 3x42x>0
L'equazione & equivalente a 3 x*—2 x <0
1° passo: scriviamo l'equazione associata 3 x°—2 x=0 e calcoliamo il delta: A=4+0=4>0

: . . 2
2° passo: calcoliamo le soluzioni dell'equazione x,=0 V x, =3
3° passo: scomponiamo in fattori il trinomio 3 x*—2 x=3-x-(x— %)
4° passo: studiamo il segno dei singoli fattori e deduciamo 1’insieme soluzione della disequazione
2
0 3
| >
— + +
- I - : +
o+ = +
Segno del trinomio
5° passo: LS. = x€ER]| O<x<%
6° passo: rappresentiamo graficamente 1.S. sulla retta reale
0 2
3
O Cr >

In generale, data la disequazione ax’+bx+c¢>0 0 ax’+bx+c<0 dopo aver scomposto in fattori il
trinomio si ha:

5 S ) & S S 4

X=X XXX, xX>Xx,
x—x;<0 A x—x,<0 x=x;>0 A x—x,<0 x—x,>0 A x—x,>0
a(x—x)(x—x,)>0 a(x—x,)(x—x,)<0 a(x—x;)(x—x,)>0

ax’+bx+c<0 ax’+bx+c>0

ax’*+bx+c>0

» 2. Risoluzione grafica di una disequazione di secondo grado

Ricordiamo alcune definizioni.
Un polinomio in una sola variabile, solitamente indicata con x, ¢ di secondo grado se 2 ¢ il massimo
esponente della variabile.
Per trinomio di secondo grado intendiamo un polinomio di secondo grado: a x*+5 x+¢ con
aeIRO’ beR, ceR

Chiamiamo zeri del trinomio i valori reali soluzione dell’equazione associata ¢ x*+b x+c=0 con a#0 .

DEFINIZIONE. Una funzione che associa ad ogni numero reale x il numero reale y=g x’+bx+c¢ con
acRR, beR, ceR sichiama funzione polinomiale di secondo grado.

Nel riferimento cartesiano ortogonale il grafico della funzione € costituito da tutti e soli i punti le cui
coordinate soddisfano 1’equazione y=ax’+bx+c ; se X € X, sono gli zeri reali del trinomio

ax’+bx+c allora attribuendo tali valori alla variabile x si ha y=0 ; essi sono dunque gli zeri della
funzione, ossia le ascisse dei punti del grafico appartenenti all’asse x.
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Esempi

m Determinate gli zeri del trinomio x”+x—2 .

Risolviamo I’equazione x*+x—2=0 che avendo il discriminante positivo ammette due soluzioni reali
distinte x,=—2 V x,=1 .1due numeri 1 e -2 sono gli zeri della funzione; y=x>+x—2 . Nel

riferimento cartesiano ortogonale i punti P,(—2;0) e P,(1,0) sono i punti del grafico della funzione
appartenenti all’asse x.

m Determinare gli zeri del trinomio x*—4x+4 .

Risolviamo 1’equazione x*—4 x+4=0 che avendo il discriminante nullo ammette due soluzioni reali
coincidenti x;=x,=2 gli zeri del trinomio sono coincidenti nel numero 2 e il grafico della funzione
y=x"—4x+4 ha due punti coincidenti appartenenti all’asse x: P, =P,(2,0) .

m Determinare gli zeri del trinomio x*—2x+7 .

Risolviamo ’equazione x*—2x+7=0 che avendo il discriminante negativo non ammette soluzioni reali;
il trinomio non ha zeri reali e il grafico della funzione y=x"—2x+7 non ha punti appartenenti all’asse x.

Questi esempi ci hanno permesso di chiarire il collegamento tra il concetto algebrico “zeri di un polinomio”
e il concetto geometrico di “punti sull’asse delle ascisse” del grafico della funzione polinomiale di secondo
grado. Pertanto studiare il segno di un trinomio di secondo grado equivale a determinare quali sono le
ascisse dei punti della funzione y=a x*+bx+c (con a€R o, PER, c€RR) che hanno ordinata >0
oppure ordinata < 0, oppure ordinata = 0, oppure ordinata < 0.

Ricordiamo che nel riferimento cartesiano ortogonale 1 punti ad ordinata positiva si trovano nel I e nel 11

quadrante (al di sopra dell’asse x), i punti ad ordinata negativa si trovano nel I1I e nel IV quadrante (al di
sotto dell’asse x), 1 punti ad ordinata nulla si trovano sull’asse x.

Per studiare il segno del trinomio, dobbiamo tracciare nel riferimento cartesiano il grafico della funzione

y=ax’+bx+c (con a€ R, b€R, c€R) elo faremo riprendendo il grafico della funzione di
proporzionalita quadratica esaminata nel volume di Algebra 1.

Esempi

B Tracciare nel riferimento cartesiano ortogonale il grafico della
funzione y=2x" .

Sappiamo che D=R . Poiché il coefficiente della variabile
indipendente ¢ positivosiha IM=R U{0] e la parabola volge la
concavita verso Ialto; il punto O (0;0) ¢ il suo vertice. Per la
costruzione richiesta compilate la tabella:
15| -1 05 0 05 1
y 452 050 05 2|45
e segnate 1 punti nel riferimento cartesiano. t ;
Applicare ai punti della tabella la traslazione di vettore v(1,1) ;
compilare la nuova tabella dei punti corrispondenti, riportateli nel
riferimento cartesiano e tracciate la curva immagine della parabola.

y=2 ® 05| 0 fos| |1

LDy ss e |
Dal grafico possiamo leggere le seguenti informazioni:

X

y=2x

I’immagine della parabola iniziale ¢, ¢ ancora una parabola ¢’ essendo la | L § i
traslazione una isometria; '

la parabola ¢’ volge la concavita verso 1’alto, come la parabola iniziale \

¢

+ il vertice O(0,;0) della parabola ¢ ha come immagine il vertice \
D(1;1) della parabola ¢’ , che coincide con I’estremo libero del

vettore che definisce la traslazione;

il vettore che individua la traslazione ¢ indicato nella figura conu; ve w

rappresentano lo stesso vettore applicato a due punti presi a caso sulla

parabola iniziale;

la parabola ¢’ & rappresentata dalla funzione y=2x"—4x+3 che ¢

una funzione di secondo grado avente il primo coefficiente uguale a
quello della parabola c.
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Come possiamo determinare 1’equazione della parabola immagine di y=2 x” applicando la traslazione
TR (1,1) 2

La traslazione ¢& rappresentata da T R(1,1): ;,iii} che esprime il legame algebrico tra le coordinate
di un punto della parabola c e il punto corrispondente su c’.
Riscriviamo 1’equazione della traslazione iz; ,:11 e sostituiamo nell’equazione di c:

(y'—1)=2-(x'—1)* dacuisvolgendoicalcoli y'=2x>—4x+3

Generalizziamo

Applicando alla funzione di proporzionalita quadratica y=ax> con a#0 una traslazione di vettore
v(v,;v,) siottiene la funzione di secondo grado y=ax’+bx+c con a#0 ,i cui coefficienti b e c
dipendono dalle coordinate del vettore v .

. , . . TR(v.;v.): x'=x+v, . x=x"—v, L
Infatti, dall’equazione della traslazione Vir V)i o, otteniamo o, che sostituiamo
y'=y+v, y=y'=v,
nell’equazione y=ax” per ottenere 1’equazione della curva immagine : (y'—v )=a-(x'—v ) .
Svolti i calcoli, si ottiene: y'=a(x'V—(2a v.)x'+a (vx)2 +v, in cui ponendo

—2av.=b e a(v,)+ v,=c si ottiene I’equazione della parabola ¢’ immagine di quella data:
y=ax’+bx+c ,espressa attraverso un trinomio di secondo grado.

Viceversa

Assegnata la funzione di secondo grado  y=ax*+bx+c con a#0 ,come possiamo rappresentarla nel
riferimento cartesiano?

Sapendo che il grafico di tale curva € una parabola

. il coefficiente ¢ indica la concavita: verso ’alto se a>0 , versoil bassose a<0
. dalle formule —2av,=b e a(v)+ v,=c ricaviamo le coordinate del suo vertice
v b e v,=c—a _b 2274‘1 c—bzz_A
Y 2a Y 2a 4a 4a
. risolvendo I’equazione g x*+bx+c¢=0 determiniamo gli eventuali punti di intersezione con
I’asse x.
. assegnando alla variabile indipendente valori arbitrari, possiamo ottenere altri punti del grafico
Esempio
Tracciate nel riferimento cartesiano ortogonale il grafico della
funzione f: y=x’-2x-3 3]

Strategia risolutiva
Il grafico di tale curva ¢ una parabola; essendo il coefficiente 2
a=1 ,laconcavita & verso I’alto;
essendo b=—2 e ¢=—3 siha 1]
-2 _—12—-4

V=T 1 e v, 2 -4 - V(1,-4) ;
possiamo affermare che f' & 'immagine di y=x> nella -2 4
traslazione di vettore v (1,—4)
Compilate la tabella
X ‘ 0 ‘ X[ = VX, = ‘ 2 ‘ €

R : .

confrontate il vostro grafico con quello qui tracciato
in cui sono evidenziati il vertice A(1,—4), i punti
B(3,0) e C(—1,;0) diintersezione con I’asse x.
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Rappresentare nel riferimento cartesiano ortogonale le seguenti parabole.

y==3x"+x
1 3
n y—Ex—Zx—I—E
y:x2+x—1
N = —x+1
B y=—3x"+3
BB =x+4x+3
3
— 2 =
y=xt+s
n y=—%x2+4x—%
n y=—%x2—4x—1

Ci proponiamo ora di determinare il segno di un qualunque trinomio di secondo grado, procedendo per via

grafica.

Esempio

Studiamo il segno del trinomio x*—2 x—3 ; questo significa stabilire per quali

valori di x esso assume segno positivo, per quali segno negativo e per quali

eventualmente si annulla. La richiesta ¢ interpretabile anche come la ricerca degli

insiemi  soluzioni dell’equazione  x*—2x—3=0 e delle
X—=2x-3>0 e x’—2x-3<0 .

disequazioni

Strategia risolutiva:

Tracciamo il grafico della funzione y=x"—2x-3 e leggiamo dal grafico gli
insiemi richiesti:

e Le ascisse dei punti B e C costituiscono I’insieme

soluzione
dell’equazione x’—2x—3=0 — x,=—1 V x,=3

[ valori di x dell’insieme H ={x€R| Xe<x<Xx B} rendono il trinomio
negativo; infatti preso un valore dell’insieme, ad esempio x=0 , il punto

sulla parabola ha ordinata negativa (—3) . Segnatelo sul grafico accanto e

. 3
ripetete per x=1, x== x=2

2

« I valori di x dell’insieme K ={x€R|x<x.V x>x,]|

rendono 1l

trinomio positivo; infatti preso un valore dell’insieme, ad esempio x=

b

N

il punto sulla parabola ha ordinata positiva. Segnatelo sul grafico accant
ripetete per x=—1,2 .

=}

€
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Per ciascun grafico di parabola y=ax’+bx+c indica il segno del primo coefficiente e del

discriminante, la natura dei suoi zeri (veali distinti, reali coincidenti, non reali), il segno della funzione:
4 4

3] 3]

1 2 3 4 4 3 2 1 0 1 2 3 4

-1

2]
3] 3

:

-4 A _44
4 4

1 1

A ¢ 3]
2 2

-4 -4

-4

Osservazione conclusiva: la ricerca dell’insieme soluzione di una disequazione di secondo grado ¢ sempre
interpretabile come la ricerca del segno di un trinomio e quindi risolubile per via grafica.

In questi casi non ¢ necessario rappresentare in modo preciso la parabola associata al trinomio, ma basta
ricordare quanto detto inizialmente sugli zeri di una funzione.
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Tabella riassuntiva per la risoluzione delle disequazioni di secondo grado

a>0
A=b—4dac parabola segno Insieme soluzione
) xX=x; VX=X,
ax +bx+c — 0 ................. @ [ TEATIeee >
X, X, X
2
A>O + +n.._ ax+bx+c>o _0 ................ O_b
soluzioni reali distinte = _ T x e * ¥
5 X, <x<x,
ax +bhbx+c <0 | e >
X, X, X
5 X=Xx,=X,
ax +bx+c — 0 ...................... & »
X=X, X
A_O S ax’+bx+c >0 O >
soluzioni reali coincidenti X=X, x
+ + + + + +
= Xy x ) nessun numero reale
ax +bx +c < 0 ............................................. b
1S =0 X
) nessun numero reale
ax +bx+c — 0 ............................................. >
1S=0 X
A < O ) x€R
ax+bx+c >0 >
Soluzioni non reali tutti i numeri reali
+++++++ ) nessun numero reale
Pl ax +bx deo < Q| >
I1S=40 x
a<0
) xX=x; VX=X,
/\ ax +bx+C — 0 ................. ., ............... . ........... ..
X, X, X
+
\ X <x<Xx,
A>0 7
2
ax+bx+c >0
.. S [ L S R SR NN O————O v
soluzioni reali distinte >
X, X, X
2
ax +bx+c < 0 —0 ................ O_.,
X, X, X
a )C2+ b x+c = 0 ...................... & ..
X=X, X
A — O I nessun numero reale
ax +bx +c > 0 ............................................. ..
soluzioni reali coincidenti 18.=0 x
2
ax’+bx+c <0 O
X=X, X
5 nessun numero reale
-‘; ax + b x+c = 0 ............................................. ..
——————— 1S.=48 X
nessun numero reale
2
A < O AXFbhx4c >0 | >
.. . 1S.=80 X
soluzioni non reali
x€R
ax’+bx+c <0 -

tutti i numeri reali
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Esempi
[ | X4+x—=2>0

Risolviamo I’equazione x’+x—2=0 che avendo il discriminante
positivo ammette due soluzioni reali distinte x;=—2V x,=1 . I due
numeri 1 e —2 sono gli zeri del trinomio e dunque gli zeri della
funzione y=x>+x—2 ;la parabola volge la concavita verso 1’alto quindi
possiamo grossolanamente rappresentare la sua posizione rispetto all’asse x
e dedurre I’insieme soluzione richiesto: 1S.={x€R| x<—2 V x>1} o
con notazione insiemistica (—o0, —2)U(1,+ o)

B —4x+4<0

Risolviamo ’equazione x*—4 x+4=0 che avendo il discriminante nullo
ammette due soluzioni reali coincidenti x;=x,=2 : gli zeri del trinomio
sono coincidenti nel numero 2 , la parabola y=x"—4x+4 ha il
vertice sull’asse x e volge la concavita verso 1’alto quindi possiamo
grossolanamente rappresentare la sua posizione e dedurre I’insieme
soluzione richiesto: 1.S.={x€R| x=2]  nessun valore reale rende il
trinomio negativo.

B -2x+7>0

Risolviamo I’equazione x’—2x+7=0 che avendo il discriminante
negativo non ammette soluzioni reali; il trinomio non ha zeri reali, la
parabola y=x>—2x+7 volge la concavita verso 1’alto e non ha punti
appartenenti all’asse x quindi possiamo grossolanamente rappresentare la
sua posizione ¢ dedurre 1’insieme soluzione richiesto: .S.=IR

Risolvere le disequazioni di secondo grado, collocando le rispettive parabole grossolanamente rispetto

all’asse x, come fatto negli esempi:

2x°+3x—1<0
X’ =5x+6<0
X’ =3x—-4>0
X' —6x+5=0
6x°+x—2>0
15x*+ x—6<0

—x*+120
F =020

21 xz—leO
4
B 2 +2x<0

X 4+2x4+1=<0

m X +x+1<0

109

=

h 4



www.matematicamente.it - Matematica C3 - Algebra 2 - 4. Disequazioni di secondo grado

Negli esercizi che seguono si tenga quindi presente che un trinomio di secondo grado, con il coefficiente di
X’ positivo, assume segno positivo per le x appartenenti agli intervalli esterni alle radici e valore negativo
per x appartenente all'intervallo interno.

26 |

26 |
29 |

33

w
©o

(S,
=

(S
o

3] > > IS w
) g w [y )

X —6x<0
x'—x>0
3x*<—1

2x*=3x+1>0

3xi+x—2>0

%xz—%x—1<0

xX—5x+3>0

X —6x+8<0
¥ —4x-9<0
W¥—8x+15>0

3x2—§x—ls0
X4+6x—2>0
243
x"—3x 2<O
—xX’+5<0

(x+1)=0
2x°—6<0

9—-4x’<0

x*>0
xX—x—2>0
—xX*+4x+3>0

X=x+1<0
9x*+3x—2<0
4 x—x*>0

0,01 x*—1>0

1 2 1
2x—8>0

P+x+V2>0

12x*=3=24x(2x-1)

2x’=11x—6>0
(Bx+1P>2x—1)
(x+1)(x—1)>x’
(x+3)(x+2)<—(x+2)

x+1 +(x+l)(x—1)>x2_l

2 4

5x2>0
x’<0
x°=9>0

—xX*+3x>0
xX—4>0
1 —8<0

X —4x4+9>0

X+3x—4>0
X—9x+18<0
—2x*>0

X4+5>0
2x+5x+4<0
x2+1>0

x x>0
x>1
—x'—1<0
3x—2x">0
2x*+4>0

X +11x+30<0

X’ +4x+4<0
1

x2—§20
2x*+5<0
9x’*+10x+1<0
1,6 x*—2x<0

4x2+§x—150

¥ +2V2x+2>0
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R
R.
R
R

P ARRRAR PR RRPRRPR AR PR R AARA PR

0<x<6 R. x#0
x<—1VvVx>0 R. x=0
B R x<-3Vx>3

x<%\/x>1 R. 0<x<3
2
x,<—1vV x>z R. x,<—2Vx>2

—%< x<1l R. —2\/53x§2\/5

5_2\/1_3Vx25+2\/1_3
2<x<4 R. x<—4vVv x=1
2—/13<x <2+V13 R. 3<x<6
x<3vx=5 R. x=0
1—§f7Sx51+§f7

R. R

x=<

R. R

(x<—3-VI1Vx>-3+J11| R. @&
3—V19 3419
Vx>
2 2
x<—J/5Vvx=J5 R. x<—1V x>0

x< R. R

R R. x<—-1Vx>1
—3<x<J3 R. R

3 3 3
xs—z\/xzz R. O<x<§

R R. R
x<—1Vvx>2 R. —6<x<-5

2—\7<x<24VJ7 R. @

g R xs—%\/xZ%
2 1

—ESXSE R. O
0<x<4 R.

1< _—
1<x< 9

x<—10Vv x>10 R. 0Sx<g

x<—%\/x>% R. —%sté
R R R-{V2}

x<—§\/x>l
-2 2

—%< x<6

x<—2V x>0
V5—-1

V5+1
- <x<
2 2

—%<x<—2

—1<x<§
3
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— 1-+21 1++21
Bl (1) (xr 27> 25 R a2 o 10
EEl (x-2)3-2x)=x-2 R. 1=sx=<2
[ 59 | 3x+1(§+x <2x—1 R. —%st—l
m X +16 1<x;3 R O
61 3x2—2<x2_2 R vs—tviz
2
62 [EESENEILISEN R. R
2 3
IR (<+4)° g>*—1 R. R
? ) 8 4
[ 64 | <(x+1) R. x<—2Vax>——
6 5 7
m 1 x—2 2+x x—z x+z >x—Z x—g _8 R. I.§5.= x€R|x<g\/x>Z
217 3 3 3 2\ 3] 27 3 9
A 3x-5+(1-3x)>(x—2)(x+2) R. x<0\/x>%
x;2_(3x+3)2>x R. —%<x<—1
KR —4)i2+(2—x)—2(2x+17)>4(x+5)(3—x)+(x+1) R. x<-3Vx>5
R (x-2)-x>x"-4 R. 6_5\/§<x<6+§\/§
3 2 3—4x B
(2-2)"-(2—x)' <> R. 1S =40
(x+200)*+ x+200<2 R. —202<x <—199
3 2
2x 12) 8x_(2x+2) 15 4lx—1P—6
J— 2 2_
B—x) ,,_x-4 R. xSZ—E\/x22+ﬁ
2 4 3 3
2
5([x
Wl (Z+1) —2x>2 (21
74 Qb x>2|3
(x+1P>(x =1 +(x+2)1+4x R. [S=0
X
x_2 x+3+__ 2 R. —1<x<l1
4 4 2 2

Scegliete la risposta esatta tra quelle proposte
Il monomio 16 x* risulta positivo per:
1

[A] x>16  [B] x>7c [C] x<—4Vx>16 D] xR  [E] x€R,
IEEN 11 binomio 16+ x? risulta positivo per:

[A] x>—16 [B] —4<x<4 [C] x€R—[—44] [D] xéR  [E] x<—4 V x>4
EEN il binomio 16— x* risulta positivo per:

[A] x<—16 [B] —4<x<4 [C] x€R—(—44] [D] xR  [E] x<—4 V x>4

BEIN Spiegate sfruttando il metodo grafico la verita della proposizione: “nessun valore della variabile a
rende il polinomio (3+a)’—(2a+1)-(2a—1)—(a’+2a+35) positivo”.
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» 3. Segno del trinomio a coefficienti letterali

Consideriamo il trinomio r=k x*+3 x—7 di secondo grado avente il primo coefficiente dipendente dal
parametro k. Come possiamo stabilire il segno di questo trinomio, al variare di £?

Sappiamo che stabilire il segno di un trinomio significa determinare i valori reali che attribuiti alla variabile
indipendente x rendono il trinomio positivo, nullo o negativo. Evidentemente per ogni valore reale di k
avremo una diversa disequazione da risolvere; dobbiamo dunque cercare di analizzare come varia il trinomio
a seconda dei valori di k£ e in seguito studiare il segno del trinomio ottenuto. Questa analisi di situazioni
diverse ¢ la discussione del trinomio a coefficienti parametrici.

Esempio
Stabilire il segno di t=4k x*+3 x—7 al variare di k.

* 1° passo: prendiamo in considerazione il primo coefficiente e il discriminante dell’equazione
associata k x’+3x—7=0 e stabiliamo il loro segno:

I° coefficiente = 0 perk = 0 9

A=9+28k>=0 per k 2—29—8 e rappresentiamo

la loro reciproca situazione:

segmo [° coeff - -
sepno A -

*  2°passo: analizziamo i valori del parametro nei vari intervalli determinati:

9 . . \ . )
k<—=5 : 1l primo coefficiente ¢ negativo cosi

—_—
28
come il A , la parabola volge la concavita verso il
basso e non ha zeri reali: il trinomio ¢ negativo per

qualunque valore reale di x.

9

k=——5 11 primo coefficiente ¢ negativo e "
] =il -—

28

A=0 .La parabola volge la concavita verso il i
basso e ha due zeri reali coincidenti x,=x,= % :

il trinomio si annulla per x:13—4 mentre per

qualunque altro valore di x € negativo.

73 <k<0 1l primo coefficiente ¢ negativo e A

positivo. La parabola volge la concavita verso il T 7] o
basso € ha due zeri reali distinti: il trinomio si

annulla per x=x; V x=x, ; ¢& positivo per

X <Xx<x, ;eénegativoper Xx<x,V x>x,

k=0 il trinomio diventa un binomio di primo

grado: t=3x—7 e quindi >0 per x>%, +

0 t=0 asscroale

o] =

t<0 per x<l , t=0 per x=Z . t<d 1
3 3
k>0 1l primo coefficiente ¢ positivo cosi come il
A . La parabola volge la concavita verso 1’alto e
ha due zeri reali distinti: il trinomio si annulla per
x=Xx; V X=X, ; & negativo per Xx;<x<x, ;¢ * .
positivo per x<x,V x>x,
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Esempio
Stabilite al variare del parametro k I’L.S. della disequazione x’+k x+1<0

Prendiamo in considerazione il primo coefficiente e il

discriminante dell’equazione associata x’+k x+1=0 -2 2
e stabiliamo il loro segno: o >
I° coefficiente: indipendente dal parametro e sempre scgno M coctf l + 4 +
positivo. scgeo A + - +
A=k>—4>0 per k<—2 V k=2 e rappresentiamo
la loro reciproca situazione:
o k<-=2Vk>2 primo coefficiente. positivo e A positivo. La parabola
volge la concavita verso ’alto e ha due zeri reali distinti: x=x; V x=x, ;il
trinomio € negativo per X; <X <X, .
« —2<k<2 primo coefficiente positivo, A negativo. La parabola volge la X
concavita verso l'alto e non ha zeri reali: il trinomio € positivo per ogni valore
reale di x.
. k=—2Vk=2  Primo coefficiente positivo ¢ A =0. La parabola volge la concavita verso l'alto e

ha un unico zero reale: il trinomio si annullaper X=X, ;¢&positivo YV x€R—{x]|

Risolvi e discuti le seguenti disequazioni
x*=2kx+k’—1>0 R. x<k—1vx>k+1

a=0—1impos.

a>0—>—%a<x<2a

A 3x*—5ax—2a’<0 R.
a<0—>2a<x<—%a
m=0—impos.
m>0—i3m _ 1F3m
4%’ —4x+1-9m’<0 R. 2 2
m<0— 1+3m<x< 1-3m
2 2
a=0—-18S=0

a>0—-0<x <%a

N 2x*-3ax<0 R.

a<0—>%a<x<0

t=0-x#0
x = 2tx—8t*>0 R. (1>0-—2t<x<4t
t<0—-4d4t<x<-—2t
s<1->I1S =R
(1—s5)x°+9>0 R. -3 3

s>1- <x<
Vk—1 Vk—1

m=0-18S=0
m=1-x<0

0<m<1—>m—<x<0
m—1

(m—1)x"—mx>0 R. "
m<0—-0<x<——-
"—

m>1—>x<0Vx>m—
m—1

Joi —(k+1)x—3>0
BEEN Determinare al variare del parametro m il segno del trinomio  ¢=(1—m)x"—2mx —m+3
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» 4. Disequazioni polinomiali di grado superiore al secondo

Una disequazione polinomiale si presenta in una delle seguenti forme: p(x)<0 oppure p(x)<0
oppure p(x)=0 oppure p(x)>0 ,dove p(x) &un polinomio nella sola variabile x.
Esempi
B Un numero é tale che sottraendo al suo cubo il suo triplo si ottiene un numero maggiore del triplo
del suo quadrato aumentato di 4. Determinare [’Insieme Soluzioni del problema.

La richiesta del problema implica la ricerca dell’ Insieme Soluzione della disequazione x’—3x>3 x*+4 ,
di terzo grado nella variabile x. Scriviamo la disequazione in forma canonica, applicando i principi di
equivalenza: x’—3x’—3x—4>0 .Si tratta di una disequazione polinomiale di terzo grado.
Procediamo nella ricerca della scomposizione in fattori del polinomio p(x)=x—3x*—3x—4 .
Mediante la regola di Ruffini possiamo determinare un suo zero x=4 e dunque ottenere
p(x)=x"-3x"-3x—4=(x—4)(x*+x+1) .
Determiniamo il segno dei singoli fattori: primo fattore />0 — x>4 ;secondo fattore
f,>0 > x’+x+1>0 disequazione di secondo grado, I° coefficiente positivoe A=1-—4=-3
negativo; la parabola ¢ del tipo rappresentato in figura e dunque il secondo fattore ¢ positivo per qualunque
valore reale di x. Costruiamo la tabella dei segni:

4 X
: |
Segno | -
Segno f, +
—  Segnop -
LS,={x€R|x>4}=(4;+) ;il problema ha dunque infinite soluzioni.
. . . 2 5 > 3
m Determinate I’Z.S. della disequazione —2x(3—2x)—3x7|2 5 =5(2x"— 10~

Osserviamo che la disequazione proposta ¢ polinomiale e di grado 3; eseguiamo i calcoli per portarla alla

forma p(x)=0 . Eseguendo i calcoli e applicando i principi di equivalenza verificare che si ottiene
3x°—8x"=3x20 .

Scomporre in fattori il polinomio p(x)=3 x’—8x’—3 x=x-(3x>—8x—3)

determinare il segno dei singoli fattori e costruire la tabella dei segni:

Segno f|
Segno f,

Segno p

Verificare che si ottiene 1.S.={x€R

—%sto V x=>3

Verificare che nessun numero naturale appartiene all’Insieme Soluzione della disequazione:

(xz— x)- (2 X +13x+ 20)< 0 ; ¢’¢ qualche numero intero nell’Z.S.? E vero che I’LS. ¢ formato dall’unione
di due intervalli aperti di numeri reali?
Dopo aver scomposto in fattori il polinomio p(x)=2x*—5x’+5x—2 determinare il suo segno.
PEFN Stabilire se esiste almeno un numero naturale che renda negativo il trinomio  p(x)=9x’+x*-10 .
Nell’insieme dei valori reali che rendono positivo il trinomio p(x)=2x’—12x’—14x , vi sono
solo due numeri interi negativi?
EM xe(-1;+0) —» p(x)=x"-2x"—x+2>0 Vero o falso?
PEEN Allinsieme dei valori reali che rendono negativo il polinomio p(x)=(2x—1)'—(3—6x)
appartiene un valore razionale che lo annulla. Vero o falso?
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Risolvi le seguenti disequazioni riconducibili a disequazioni di primo e secondo grado

ER (1-x)(2-x)(3—x)>0
YN (2x—1)(3x—2)(4x-3)<0

—2x(x—1)(x+2)>0
x*—4x’— 454 x> ~4x+1]>0

SO 3x(x—2)(x+3)(2x—1)<0

El (2 +1)(x—1)(x+2)>0
11-9x)(9x* =3 x)2x>0

=
o
N

TEN (16x°—1)[x*~x—12)>0
78— x[x*-3x—10/[x’~9x+18]<0
Rl %(x—1)[2x°—x|[x*=3x+3]>0

A (°—1)(x*—2](x*~3x]>0
N X+ x—1>0
SEN —5x°+6<0

EN (5x°—2x%3x*=5x|20

BN -2 —x+2>0
BEN ¢4 ’—9x’—9<(

112 EPEEa PN

BER X —122x(x—1)

1]

|2 4x 2 +17=0

B (x+1) x—% (x+2)<0
¥’ —4)(x=2)=0

118 [EEPe —7x+10)<0
N (x°-4)[x"-9)=0
(x*+4x°—12x%|(x+3]=0
(x—4)—(x—4)-2x+10>2
122 RSP

(X +6x—27)2x*+13 x+6/<0
(x+3)(x+4)(x+5)(5—

N (X —2x)(x*+1)>0
(8—2x")(3x—x"+4)<0
(6x*—6)(100x*+100x)<0
LN (1+x7)(3x°+x)<0
(x*+3x+3)(4x*+3)>0
Ll (125+4x%)(128+2x%) <0
(X’ +4x+4)(x’—4x+3)>0
Pl (X —5x+8)(x*—2x+1)>0

R. x<1Vv2<x<3
2 3 1
R: §<x<4 Vx<§

R: x<—-2Vv0O<x<l

R: %SxSZ V—-3<x<0

R: x<-2vix>1

R: x<-1/3
R: —l<x<l\/x<—3\/x>4
’ 4 4

R: 3<x<5Vv-2<x<0V x=6

R: 0<x<% VvV x>1

R: x<—\/§v 1<x<\/§\/ —1<x<0Vx>3
R: x>1
3—V3<x<3+V3V x<—1

0<x<2 \% x>§
5 3

x<lVx>2
—3<x<3

/15, TS

=5 VTS
x=1
x<—2V x>\2
R
—1<x<l Vx<—2

2

x>-2
S5<x<T7Vx<2
x<-3V-2<x<2Vxx=3
x=0V —-6<x<-3Vx=2
3<x<4V x>6

x=>1

PRARRPRRAR R PRRAR PR AR AP

R. -9<x<—-6V —%<x<3

x)(4—x)(3—x)>0 R. —5<x<—-4V —3<x<3 Vid<x<5

LS. =|—00,0)U(2;+ o]
1§:=(-2;,—1)U(2;4]
IS =|xeR|0<x<1]

LS=;maq—%<x<o
1S.=R
1S =0

IS.=|x€R|x<—2 Vv -2<x<lV x>3]
IS.=|xeR|x<1V x>1|
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133

134

1

35

136

1

37

138

=

1

[

N

1

39

40

4

[

4

=
'Y
w

1

=

o [ =
> >
o f o 'S

'8

1

45

46
47

150

=

=
(6]
N

5

=

153

1
1

1

54
55

56

157

o
ojojulu
~jlo]of®

[
o)
N

[
o)
w

(—2x+1)(3x—x*)>0

(4x*=3x)(x*—2x—8)<0
(4x—x"+5)(x*=9x+20)<0
(5+2x)(—2x"+14x+16)<0

(5x—2x>=10)(x*+3x—28)>0

(x*~6x+9)(8x—7x%)>0
(3x°+2x—8)(6x*+19x+15)<0

(3x°=5x=2)(4x’+8x—5)>0
4x—4)(2x*=3x+2)<0
2x—4)(2x*=3x—14)>0

7x+6)(x*+10x+25)<0
343x)(x’—4x7)>0
(X+1)[x*=1)>0
X+1)(x+1)=0
(x*—4)(2x—50x")=0
—3x°+27>0
Y3 +3x+1<0
x5+1>x(x3+1)>0
X +5x—2x—-24<0
4X°+4x—4x—4=0
81x*—1<0
x'—13x°+36<0
—4x*+65x"—16<0

(
(
(=
(=

¥ —x*=2<0
(2x—1P=x*4x*—4x+1]

(x+1)(x2—1)>(x2—x)(x—1)2
—4x(x+7x+12)[x*—25)(4—x)>0

(x—5x")(x*=3x*+5x%)=0
(447%) ¥ —(/24+13) x+16] <0
(x*=9x)(x—x?)(4x—4—x*)>0
xlx+1]-(x*=2x+1)=0

1.S.=(0,% U(3,+ o
18 =-2:0/u]2 ;4
b 4!
IS.=|x€R|x<—1V 4<x<5V x>5]
1S. = xEIR‘—%<x<—1 vV x>8
18:=(-7;4
8
1S5:=(0,=
d
5 3 4
I eR|-2 —2 v = =
S ={x ‘ <x< 3 2<x<3
IS ={x€eR x<—§ \% —%<x<% vV x>2
1S.=|—o0 ;1|
1S.=(=2;2)U %;+oo
x>6/7
1S.=/x€R|x<0 VvV 0<x<1V x>4]
(1—-x)(2—x)*<0
(x+1)7(x*~1]<0
(x—4)(2x°+x—1)=0
3x°+27>0
X’ —6x4+9<0

X =7x+4x+12=0
6x°+23 x> +11x—12<0

—6x =30 x> +192x—216<0
3xX°+96<0
9x*'—37x’+4=0
x*—4x+3=0

2 3.9

3 4
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» 5. Disequazioni fratte

Ricordiamo la

‘ DEFINIZIONE. Una disequazione ¢ frazionaria o fratta quando il suo denominatore contiene 1’incognita.

Conosciamo la procedura per determinare IS di una disequazione fratta in quanto I'abbiamo applicata alle
disequazioni fratte con termini di primo grado.
Procedura per determinare L.S. (Insieme Soluzione) di una disequazione frazionaria (fratta)
* 1° passo: applicando il primo principio si trasportano tutti i termini al primo membro;
e 2° passo: si calcola I’espressione al primo membro conducendo la disequazione alla forma
N (x) N (x)
D(x) D(x)

x)<0 oppure ¥>0'

<0 —
oppure — )

>0 oppure
*  3°passo: si studia il segno del numeratore e del denominatore, ponendo N(x)>0 oppure N(x)= 0 (a
secondo della richiesta) con D(x)>0;

* 4° passo: si costruisce la tabella dei segni, segnando con un punto ingrossato gli zeri della frazione,
se richiesti;
*  5°passo: si individuano gli intervalli in cui la frazione assume il segno richiesto.

Vediamo attraverso alcuni esempi come procedere con le conoscenze raggiunte nello studio delle
disequazioni di secondo grado.

Problema
4 1 X

+ +
4x°—1 2x+1 1-2x

Determinare, al variare di x in R, il segno dell espressione E =

Osservazioni preliminari:
* D’espressione assegnata ¢ frazionaria, quindi lo studio del segno deve essere circoscritto ai valori di x
del Dominio dell’espressione stessa.
* studiare il segno di una espressione letterale significa stabilire in quale insieme si trovano i valori
della variabile che la rendono positiva, negativa, nulla.
* ogni espressione contenente operazioni tra frazioni algebriche ha in generale come risultato una
frazione algebrica.

Strategia risolutiva:
—2x°4+x+3
(2x+1)(2x—1)

* 1° passo: determiniamo il risultato dell’operazione assegnata: £ =

1
"2

N —

¢ 2°passo: determiniamo il Dominio di E: C.E. 2x+1#0 A 2x—-1#0 — D=|R—[—

—2x 4+ x+3

* 3°asso: per studiare il segno impostiamo la disequazione: 2xt 1) (22— 1)20 che ci

permettera di rispondere al quesito posto dal problema
*  4°passo: studiamo il segno del numeratore e del denominatore:
segno N: —2x’+x+3>0 disequazione di secondo grado, quindi
dall’equazione associata —2 x°+x+3 =0 , calcoliamo il
discriminante: A=1+24=25 | positivo per cui si hanno due | — -
.. Coqe - . . X1 X X
soluzioni reali distinte; la parabola rappresentativa
y=—2x"+x+3 édeltipo in figura per cui essendo x,=—1 ¢

x2=% sitha N=0 per —Ist%

d,>0 per x>— %
segno D: il denominatore ¢ composto da due fattori di primo grado, quindi

d,>0 per x>%

*  5°passo: Costruiamo la tabella dei segni:
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I 3
[ + I —
-1 2 2 2
>
scgno N - + + + -
segno d - + + +
segno d; - - - + +
segno E - + - + -
Dalla tabella dei segni possiamo ottenere la risposta al problema posto:
. . 3
* D’espressione E si annulla per x=—1V x= 5
TR 1,1 3|
*  Despressione E ¢ positiva per *€/={ xER|-1<x< 5 V< x<5J
1 1 3

* D’espressione E & negativaper Y€l={x€Rx<-1V Ty SX¥<5 VvV x>3

2

Osserviamo che il segno del denominatore si puo determinare riconoscendolo come
polinomio di secondo grado con due zeri reali e dunque rappresentabile con una

. . . 1 1
parabola del tipo in figura per cui possiamo affermare D>0 per x <—5 Vx> 5

in cui sono rispettate le C.E. X —>
Con questo procedimento la tabella dei segni sarebbe modificata nel modo seguente
lasciando inalterato il risultato.

1 1 3
—— J’_ — —_
-1 2 2 2
>

scgno N - + + + -

segno D + + - + +

segno E — + - + —

. 1 - 1
2x+1 1—x
. . . 1 1
1° passo: trasportiamo al primo membro la frazione del secondo membro 3 — il I—x >0

—6x"+2x+1
(2x+1)(1=x)
3° passo: studiate il segno del numeratore e del denominatore:

2° passo: eseguite i calcoli, verificate che si ottiene:

* segnoN: —6x"+2x+1>0 disequazione di secondo grado, quindi dall’equazione associata

—6x>+2x+1=0 , calcoliamo il discriminante: — =7 , positivo per cui si hanno due soluzioni

4
...................... ; la parabola rappresentativa y=—6x"+2x+1 edeltipo ..............ouvvnn....
per cui essendo  X;=......... € Xp=.... sitha N>0 per ......... <xX<........
+ segnoD: (2x+1)(1—-x)>0 disequazione di secondo grado; il denominatore ha due zeri reali

1 . o . .
x=—5 ¢ x,=1 e la parabola rappresentativa volge la concavita verso il basso; pertanto si ha

1
D>0 per.....c............ che rispetta le C.E.: xﬁé—E A x,#1

4° passo: completate la tabella dei segni:
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3
segno N
segno D
segno frazione
* 5°passo: verificache 1S =|x€R x<—% \% 1_6\/7§xs 1+6\/7
Determinare l'Insieme Soluzione delle seguenti disequazioni fratte
D20 S=lwU(ibe) e
x+5 2—4x
x—7>0 IS =(—0;—5) U (7,;+») 3x+120
X —4x+3, r<dvisiss 2o
4-7x 7 x =25
2 2
1.y Cl<x<lvays2 XTH&E3 g
xX— x+5
2 2
168 [EEEERAiEI) (—o0;=5) U (1;3) f“ >0
x+5 X —2x
2 2
169 [EEAEI I.S.:(—3,-—§) XX
2x —x—15 2 -x—38
1 -3
L0 IselreR—(-1)] ——>0
X +2x+1 —x —4x-8
2 —
—x'—4 x =9
5— 2
X0 IS=(-w;-2)u(2;5) XX o
x =4 2x +5x+3
4-2 =
173 2—x>0 x<—-2V2<x<4 w>0
X —2x—8 5—-10x
2 2
174 [EEREERSU 18.=(-2,2) xo3xra oy
4—x 4x—x"—5
2 2
**2 oo 8. =(=55) 3x—2x-1_,
25—x 4-2x
x+2 5—x
176 e U LS. =2:+ —5>0
- X’ +4x+4 | ®) X' —4x+3
2 2
- +3x+2
M<O IS =|—o00;=2]U(-1;4) %>0
—X— 25—x
2
178 [PIRRLRE N PP RV #>0
3x—6 —x"+5x—-4
1—x° x’=9
Tl ———<0 x<—1vVax>1 ——>0
X +2x+3 x —=5x
2 2_
Tl 25250 —2<x<—1v2<x<3 xo5xtb
x—x"+6 —3x+7
2x+8 x'—2x—63
iEEN —————>0 —6<x<—4Vx>2 —>0
) * * Ax+5—x
4’§—+3x>0 —l<x<0VI<x<4 =~ 22x>0
X —x 5—x
xP—x—2
kR ————=<0
—3x"+3x+18
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—>8
X
11
IS.=|—%, =
( 3 2]
L8.=(5,+00)

x<—=5V 1<x<3

x<0V x>2

1S.=|xeR|0<x<7
LS. =x€R]

1S =(-3;3) U (4,+o)

18.=(1;2)
1
LS =(—oo,—§ U (1;2)

LS. =[-w;1]U(3,5)
I18.=(=5,-2)U(-1;5)

x<—% vV i1i<x<4

x<-3V0<x<3Vx>5

2<x<% vV x>3
—T7<x<-1V5<x<9

—\/§<x<0\/2<x<\/§

x<—-2V —-1<x<2V x>3
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X —8x+15
- >

184 > 0 IS =(—00;=2)U(=1,;3)U (5, +x)
X +3x+2
_Ax+7 1S.= xEIR‘—l<x<—g\/ x>1
3x—x-2 4 3
—x’—4x-3
———>0 LS. =(—0;=3)U(=1;0)U (6,;+»)
6x—x
2
187 ng’“r@o 1S.=(—0;—4) U (=1;0) U (1;+)
6x —6x
2 _ 2
SE a2 0<x<2
X +5x+6 4—x
2 2
2x—dx 16-x x<1/2v3<x<4Vx>5
X +x—12 5x—x B -
1-x*_1 ., 1 V2 V2
190 < ¥ V2 _ )2
ioo JRCIEUS ) =T
x+2 _ 24 X — —
> - _ _
e x<—1VI1<x<10—74Vx>10+ 74
1 1 1 2x+1 1 1
1 e <x<—
x x—1 x+1<x2_1 2=t 2/\x¢0
X x—4
> _
22, x<—2Vx>2
ax+1 1-
); T <6-—— x<—3v——3<x<3Vx>4
x’—9 x+3 x=3 6
x+1 3 2x+2 5 3.1 7
+ >1- 2 cxs—2vo<xst
2x—1 4x+10° 4’ 18x—5 2 SYET VTR
2x+5 2 <3
(2x+4) 2x+4 )
2
AL S S 3<x<2
X +x—6 2—x x+3
5x+20 2x—8
198 > -1<x<1
198 R e *
4 +
100 [ — o S8 3cv<lux<i
8x —8x—70 4x —4x—35 4x"—20x+21 2 2
200 | 4x°—8x+19  2x—5_ 8x+12 1 7
_ > —<<x<—
8x’—36x+28 4x—4 8x-28 2 2
2
Assegnate le due funzioni f,= 2x ha 12 e f, =%+ < ! 3 stabilite per quali valori della variabile
x—x -
indipendente siha f,=f, . R. —1-2<x<0V —1+V2=<x<2
2
x
1- 2
IEXFN Spicgate perché I’espressione letterale E=-—*""_ nel suo Dominio ¢ sempre positiva.
2+3x—1
I—x
(x—1)x—2

3 ¢ maggiore o uguale a 1. R. —25x<—i
Sx'—x—4 2 5

LW x, x+2, x+4 sono tre numeri naturali. Determinate in N il pi piccolo numero che rende vera la

proposizione: “il doppio del primo aumentato del prodotto degli altri due ¢ maggiore della differenza tra il
doppio del terzo ¢ il quadrato del secondo” R.5

FXEl Date chiare e sintetiche motivazioni alla verita della seguente proposizione: “il segno della frazione
9—x"+3x
f= 2
2+x

Per quali valori di x la funzione y=

non € mai positivo e la frazione non ha zeri reali”.

3
.. .. .. . x =1
1Y) Stabilite se basta la condizione x#1 A x#—1 per rendere positiva la frazione f=———5— S
x'—2x+
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(x+1)

————— risulta non superiore a 1.
4x —12x+9

Determina per quali valori reali la frazione f'=
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P 6. Sistemi di disequazioni

Problema
Nell’equazione x> —(k—3)x+k’~3k+1=0 , determinare per quali valori del parametro k si ottengono
soluzioni reali e concordi.
Abbiamo gia affrontato un problema di questo tipo discutendo le equazioni parametriche di secondo grado e
dunque sappiamo che la richiesta del problema esige che il discriminante (A) sia non negativo affinché le
soluzioni siano reali e che il prodotto delle stesse sia positivo. Pertanto il problema ¢ formalizzato con un

B0 6 k+9—4k+12k—420

sistema di disequazioni: c
1 P >0 K=3k+1>0

Risolvere il sistema significa trovare 1’insieme dei numeri reali che sono le soluzioni comuni alle
disequazioni che lo compongono.

Risolviamo separatamente le due disequazioni del sistema; indicati con L.S.; e I.S., rispettivamente gli
insiemi soluzione della prima e della seconda disequazione, I’insieme soluzione del sistema ¢ dato da
LS.=1S5.,NLS., (insieme intersezione degli insiemi soluzione delle due disequazioni).

. d,:—=3k’+6k+5=0 disequazione di secondo grado avente
A
I° coefficiente negativo e Z=24 positivo; la parabola -
rappresentativa ¢ del tipo rappresentata in figura con / \
- >
x1=3 216 \/x2=3+2\/g quindi % : T‘
3 3
1S.,=| xeR 3-216_, 3+216
3 3
. d,: k’~3k+1>0 disequazione di secondo grado avente I°

coefficiente positivoe A=5 positivo; la parabola
rappresentativa ¢ ¢ del tipo rappresentata in figura con

_3-\5 y _ 3445

X, 3 X, > quindi _ﬂ\“/‘! -

LS. = x€R x<:’3_2\/5\/)(>3_+_2\/5

Per determinare 1’Insieme Soluzione del sistema rappresentiamo in un grafico gli insiemi soluzioni delle
disequazioni risolte e visualizziamo I’insieme formato dai valori che soddisfano contemporaneamente sia
I’una che 1’altra: sull’asse reale depositiamo i valori numerici trovati e rappresentiamo su righe distinte i due
insiemi soluzione: gli intervalli in cui cadono soluzioni della prima e della seconda disequazione
rappresentano I’Insieme Soluzione del sistema.

3-2J6 3-45 3+ 34246
3 2 2

;F

3—2(6Sx<3—£ ¥ 3+£<xs3+2£

3+V5 34246
3 2 2 3 ’

LS. =
! 2 3

x€RR U

_[3—2%_3—@
3 2
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B Per quali valori di x le due funzioni f1=x4—x3+x— l; f2=x4—8x assumono
contemporaneamente valore positivo?
D . . g . xt =X +x—1>0
Il problema si puo formalizzare nel sistema di disequazioni: | ,
x —8x>0
Scomponiamo in fattori per determinarne la soluzione
. d,: - tx—1=x(x=1D)+(x=1) = (x=1)-(x+1) = (x=1) (x+1)(x’—x+1)>0
verifica che 1.S.,=(—o0,;,—1)U(1,;+x)
e dyx'—8x=x(x"-8) = x(x—2)(x’+2x+4)>0 verificache LS. ,=(=,;0)U(2;+x)

Completa lo schema e determina 1’insieme soluzione, verifica che x<-1 o x>2:
-1 0 +1 +2

dl
d2
I.S.

2x°=9x*+10x—3<0
2
X -3|—x+ 1 =0
X —X
3—4x<0
Il sistema ¢ formato da tre disequazioni; risolviamo separatamente ciascuna disequazione:
e d;: 2xX’-9x’+10x—3<0 di terzo grado, scomponiamo in fattori. Si ha che x=1 & uno zero
del polinomio; con la regola di Ruffini d,: (x—1)-(2x*=7 x+3)<0 . Studio del segno:
1/2 1 3
x—=120- - - - .
27 —Tx+3=0 +++++++

+ 4+ + + +

+H+H++

- - }++++++

+ -

L'insieme soluzione, tenendo conto che cerchiamo i valori peri quali d,<0 ¢ x< EV l<x<3

X+ x+1 . . . . . . XHx+1
. d,: —5——=0 disequazione fratta, scomponiamo in fattori il denominatore: —— =0
X —x x(x"—1)
Studiamo il segno dei singoli fattori o divisori
-1 0 1
x3+x+]20 ++++++ AR AR+
x>0 Ll +t+++ LR+
X =150 ++ bbbt +HAF A+
- + - +
. NPT ) 3
. dy: 3—4x<0 ¢diprimo grado per cui x>Z

Ricordiamo che la ricerca dell’Insieme Soluzione del sistema si effettua determinando 1’insieme
LS., N LS., N LS., individuabile attraverso il grafico:

13
e 1 3
H H H H ' H F
dy —e | *—o
d, Ll '
s

Scegli la risposta corretta: [A] 1 <x<3 [B] 1<x<3 [C] 1<x<3 [D] 1=x=<3
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N

N N
[ [
(i o

1

N

213

214

215

N

1

1

N

N
~ o

0o

1

219

220

N
N
=

N
N
(V]

225

226

x’—4>0
x—5<0
x’—4x+3<0
x—2x’<—10
4x—x*>0
3x%(x=3)>0
X’ +5x4+6<0
2x+5<0
3x—x"—2<0
x*>49
3x—2>0
x*=1>0
2x—x2<0
x'—4x+4=0
x<6
x’—4x+4>0
x<6
1—x°<0
x4+ 6x+9<0
x<2
x2+1>0
x4+ 6x+9<0
x<2
4x—x"—3<0
3x=2
2x°<8
—xX*+5x>—-6
x*(9—x)<0
(x*~4x+3)(2x—4)>0
2x—x’<1

(3—x)(x*—4)(x*—2x-8)<0

—6x+5

x'—64<0
2x*—x—1<0
3x+7>0
x’—=10x+9<0
2x*—x—1<0
3x+7>0
x’—10 x+9<0
x*—10x+25>0
x<7

=10 x+25>0
x<7

1 1
—>
x x—3

3x—1-2x*<0
>0

2—x

1S.=|x€R| x<—2V 2<x<5|

1S.= erR‘%<x<3

1S.=|xeR|3<x<4

[S:=x€R‘—3SxS—

18.=xeR|x<-7V x>7|
18.=xeR| x>2]

15.=/xeR| x <6

IS.=|xeR|x<—1V 1<x<2V2<x<6|

124

1S =0

18.= xeR| x=—-3|

1S.= xelR‘§Sx<1 Vv x>3

18.=/xeR| x=0

18.=/xeR|1<x<2V x>3]

18.=|xeR|2<x<3 V 4<x<8]

18.= xeR| x=1]

IS.=0

1S.=xeR| x<5V 5<x<7

18.= xeR| x<7|
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x'—8>1
5-x 1

— 18.=(—w;—3]

¥—1<0

227

¥’ —4x+3<0
x'=4>0
¥’ 4+1>0
x—1>0

18.=|xeR| 2<x <3|

x2—5x+6<0

2
"225 ESEel 15.=0

x2+1<0
x—1>0

x2=2x+1=0

2

22y x2+5XZO 1S.=/xeR|x<-5V x=0|
x“+1>0

x2=2x+7>0

¥ =2x+1>0
x245x>0 [ 1
231 5 I[S.=x€R|x<-5VO0<x<lVx>1|
x“+x+23>0

x2=2x+7>0

x2=3x+2>0
o x2=3x+2<0 1S =g
22 —x—1>0 o

x2=2x>0

x> —3x+2<0

2_

233 [RIRRE 15.=|xeR|x=2
x"—x+10>0

x2—-2x<0

¥ —3x+2<0

2_

234 [RELRRE 1S.= xeR|x=2]
x"=3x+2=0

x2—4x+4>0

2
4—x +3x>0

2
235 R 3<x<4V—-1<x<0V1<x<2
X —x—2 <0

—3x°+3x+18

=53 =14x=0 A

x2
X2
3 X

2x+1 3
>
2x x+1

1S.=[-2;-1)U[7 ;+ )

x(x—=3)>3

237 determina i numeri naturali che risolvono il sistema 1.S.={3,4,5]

3x-7
3

25—§X
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