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» 1. Equazioni di grado superiore al primo riducibili al primo grado

Le equazioni di grado superiore al primo possono, in certi casi, essere ricondotte ad equazioni di primo
grado, utilizzando la legge di annullamento del prodotto.

Esempio
m —4=0
Il polinomio a primo membro pud essere scomposto in fattori: (x—2)(x+2)=0
Per la legge di annullamento, il prodotto dei due binomi si annullase x—2=0 oppurese x+2=0 .
Di conseguenza si avranno le soluzioni: x=2 , x=-2 .

In generale, se si ha un’equazione di grado 7 scritta in forma normale P (x)=0

e se il polinomio P (x) & fattorizzabile nel prodotto di » fattori di primo grado:
(x—a,)(x—a,))(x—a,)...(x—a,_,)(x—a,)=0

applicando la legge di annullamento del prodotto, le soluzioni dell’equazione si ottengono determinando le

soluzioni delle n equazioni di primo grado, cio¢ risolvendo:

x—a,=0
x—a,=0
x—a,=0
x—a, =0
x—a,=0

Pertanto ’insieme delle soluzioni dell’equazione data sara S={a, a, as ...,a, ,a,)

Esempio
B xX—x-2=0
Scomponendo in fattori il polinomio a primo membro, ricercando quei due numeri la cui somma ¢ paria -1 ¢
il cui prodotto & paria -2, siha: (x+1)(x—2)=0
Utilizzando la legge di annullamento del prodotto, si ottiene il seguente insieme di soluzioni: LS. ={—1,2}

B -5x°+4=0
Scomponendo in fattori il polinomio a primo membro, utilizzando la regola della scomposizione del
particolare trinomio di secondo grado, si ottiene: (x*—1)(x*—4)=0 .
Scomponendo ulteriormente in fattori si ha (x—1)(x+1)(x—2)(x+2)
Per la legge di annullamento del prodotto ¢ necessario risolvere le equazioni:
x-1=0 da cui x=1
x+1=0 da cui x=-1
x-2=0 da cui x=2
x+2=0 da cui x=-2
L’insieme delle soluzioni: 1S.={+1,—1,+2,—2} .
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Risolvere le seguenti equazioni di grado superiore al primo, riconducendole a equazioni di primo grado,
ricercare le soluzioni tra i numeri reali.

X +2x=0 18.=0,-2 X H2x-9x—18=0 1S.=—2,+9
B 22 -2x-4=0 18.=[2,—1] 4 +16x+16=0 18.=-2]
x*=3x—10=0 18.=|5,—2] X+4x—12=0 18.=2,—6)
BN 3:2-6x-9=0 18.=3,—1] X +5x-14=0 18.=2,—7|
Bl 3x9x+30=0 1S.=[2,-5] 73+ 14 x—168=0 1S.=l4,—6)
[ 6 | —%x2+%x+63=0 IS.=[7,-6 %x2+7x 168=0 LS. =[6,—8
x*~16x’=0 1S.=(0,4,—4 2x°+2x°=20x+16=0 1S.=[12,-4
El 2 +6x+4=0 18.=2,—1| —X*+7x°=10x*=0 15.=/0,2,5
EN ©-3x-13x+15=0 1S={15, 3] X +10x-24=0 18.=2,— 12
2x’—2x’=24x=0  IS.=|0, 3,4} x*=5x74+4=0 18.=1,-1,2,-2]
—x*—5x’—x—=5=0 1.S.={—5{» —4x*—28x°+32x7=0 18.=0,1,-8]
—4x*+20 x*+164 x—180=0 18.=/1,9,-5|
3e-3rm0 1S =l01,—1 oSt Bo0 =13,
5x°+5x°—80x—80=0 1S.=|—-1,4,—4)
—3x’+18x*+3x—18=0 18.=1,-1,6

4 +8x*—16x—32=0 18.=[2,-2]
11X+ 26x+16=0 18.=-1,-2,-38
235346 x°—32x—96=0 1S.=|4,—4,-3
2x°+16 X =2 x—16=0 18.=1,—1,— 8}
Il 2 +14x>—8x+56=0 18.=|7|
2x°+12x°+18x+108=0 1.8.=|—6|

PN - 10x°+35x2=50 x+24=0 1S={1,2,3,4
—2X°—12x>+18 x+28=0 18.=-1,2,-7|
I 5 +125x°+10° —10x—120=0 18.=[1,—1,— 4,6]
| 25 | %x4—1761x2—21x+%=0 18.=1,-2,5,—4
I (> -6x+8)(x—3x"+2x)=0 15.=0,1,2 4]
254" 3x—27=0 LS. =[§ % g]
BEEN -4 25 —4x2-8x+16) =0 18.=(42,-2|
FER (—x)(x"—9x%)(x2+25)=0 18.=/0,1,-13,-3]
(*+3x°=3x2=11x—6)(4x°—216 x*+2916)=0 18.=-1,2.3,-3]
2x2—x—1=0 R.1;-1/2

3% +5x—2=0 R.-2; 1/3
6x>+x—2=0 R. 1/2;-2/3
2x°—x'—2x+1=0 R.1;-1; 12
3x°—x*—8x—4=0 R.-1;2;-2/3
8x°+6x*—5x—3=0 R.-1;-1/2; 3/4

6x +x>—10x+3=0 R.1;1/3-3/2
4x'—8x'—13x*+2x+3=0 R.3;-1;1/2;-1/2
8x'—10x°—29x>+40 x—12=0 R.2;-2;3/4; 12
Bl -2 +68x—41x+5=0 R.5;1/2;1/6
31 =272+ 10 x+24=0 R.1;-1;-2;3; -4
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» 2. Equazioni numeriche frazionarie

In un capitolo precedente abbiamo affrontato le equazioni di primo grado. Affrontiamo ora le equazioni in
cui l'incognita compare anche al denominatore.

DEFINIZIONE. Un’equazione in cui compare 1’incognita al denominatore si chiama frazionaria o fratta.

Esempio

3x—2 3x
l+x  x—2

Questa equazione si differenzia dalle equazioni affrontate in precedenza per il fatto che l'incognita compare
anche al denominatore.
Riflettendo sulla richiesta del problema, possiamo senz’altro affermare che, se esiste il valore che rende la
frazione al primomembro uguale alla frazione al secondo membro, esso non deve annullare nessuno dei due
denominatori, poiché in questo caso renderebbe priva di significato la scrittura, in quanto frazioni con
denominatore 0 sono prive di significato.

Per risolvere un'equazione frazionaria, prima di tutto dobbiamo renderla nella forma =0.

1° passo: determiniamo il m.c.m. dei denominatori m.c.m.=(1+x)-(x—2)

Osserviamo che per x = -1 oppure per x = 2 le frazioni perdono di significato, in quanto si annulla il

denominatore.

2° passo: imponiamo le Condizioni di Esistenza: 1+x#0 e x—2#0 cio¢e CE. x#—1Ax#2 .

La ricerca dei valori che risolvono l'equazione viene ristretta all'insieme D =IR —{-=1,2} detto dominio

dell’equazione o insieme di definizione.

3° passo: applichiamo il primo principio d’equivalenza trasportando al primo membro la frazione che si

(3x—=2)(x—2)=3x-(1+x)
(1+x)(x=2)

4° passo: applichiamo il secondo principio di equivalenza moltiplicando ambo i membri per il m.c.m.,

certamente diverso da zero per le condizioni poste. L’equazione diventa: (3x—2)-(x—2)—3x:(1+x)=0

5° passo: eseguiamo le moltiplicazioni e sommiamo i monomi simili per portare I’equazione alla forma

=0

trova al secondo membro e riduciamo allo stesso denominatore (m.c.m.)

canonica: 3x’—6x—2x+4-3x-3x’=0 — —llx=—4
6° passo: dividiamo ambo i membri per —11, per il secondo principio di equivalenza si ha: x= 11
7° passo: confrontiamo il valore trovato con le C.E.: in questo caso la soluzione appartiene al dominio D,
quindi possiamo concludere che ¢ accettabile. L’insieme soluzione &: 1.5. = 11
Esempio
XY+x=3 5
xz —X 2x
1° determiniamo il m.c.m. dei denominatori; per fare questo dobbiamo prima scomporli in fattori.
2
Riscriviamo: XAx=3_ 3 mem.=2x(x—1) ;
x-(x—1) 2x
2° Condizioni di Esistenza: x—1#0A2x#0 ,cio¢ x#1Ax#0 ,ildominio¢ D=R-{1,0} ;
2
. . . +x— . .
3° passo: trasportiamo al primo membro ed uguagliamo a zero x(ixf)_l +2i=0 ; riduciamo allo
x-(x— X
, : C 2x°4+2x—6-2xX"+2x+5x—
stesso denominatore (m.c.m.) ambo i membri 2l X—6-2x XHSx=S 0.

2x(x—1)

4° passo: moltiplicando ambo i membri per il m.c.m., certamente diverso da zero per le condizioni poste;
’equazione diventa: 2x’+2x—6—2x"+2x+5x—5=0 ;

5° passo: riduciamo i monomi simili per portare I’equazione alla forma canonica: 9x=11 ;

s . . . 11
6° passo: dividiamo ambo i membri per 9 , otteniamo: x=?
7° passo: confrontando con le C.E., la soluzione appartiene all’insieme D, dunque ¢ accettabile e 1’insieme

soluzione &: 1S.=

11
51 -
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Risolvi le seguenti equazioni frazionarie

2 1
= 1S ={-3
m x+1 x+2 (=3
1
43 1— =0 15 =0
o5 JRE o0
X 1
(4] x+1 x—1 L5.=10]
x-1 5 (11
s 5=
1 4 e
m 3—xy 2x—6 IS‘_lﬂJ
x 1
- 15-8
m x—2:x—1 IS = é
x—1 x—-2 2
Z 2t 1s=(1]
3x°+x
1,2 _ 3 B
m x—2 x+1_x2—x—2 LS.=0
1 X
51 — =0 1S ={—1
(1-x) (x—1) =1
2x+1  4x*+1
= IS ={—1
Bl S (-1
x—1 2
53 = IS =0
- ¥ =2x+1 2-2x
54 [ R 15.=| %
5x+1 2x—1 1-2x 25
30 3
x =25 5—x
2
m 1+x—1= 1 l—x
x+1 x-=2 xz—x—z
3x 5x 1—x
57 + =
- 6—2x 10—5x 4-2x
58 | 18x°—9x—45 6x+1_ 21x—1_
4—136 x> 9x—3 18x+6
x+3 2—x ¥’4+x—6
60 | 14+2x  1-2x _6-8x’
1-2x  1+2x 1-4x>
2
3X + - 6X _ 3X -
x—2 x"—4x+4 (x—-2)
4 1 |
7l (4x+6) S =0
2
L v tv 2 —=0
x+5 5 x—5 5 Y2-5x%
1+2x | x’—6x+1_x’—2x 1
m 2 2 - + 2
x7+2x x —4 x—=2 x—2x
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1 3 10x+4 2
— - R——%,2
& EE
m 2xx-:31+xi 4=x24—xx_—912 x=4 soluzione non accettabile LS. ={1}
2
L1 eHl) 1S=[—3’
x=1 x 2(x’-1) 3
=1 1 x+1
_ _ _ 18.=1
m x+1 x+2 x+2 {}
1 2 _ 3x—6 _|1
2x=3 . 1 _ 2 _
12 x4 P_or_% 1S.={2,3]
x—1 x+2 1
x+2 x_l_x2+x—2 1S =0
3 1 12—x
1 xtl o] 1S.=(2}
2
LI SV 8 P T O el 1S.=(-5+1]
2 X X X
[40-107) {3221 3 | I.S.=[2,——
x+2  x+1
X x+1  x—1
2x+1 2(x+2) 2x’+5x+2 15.=4
x+1, 2 _ 3 ]'S_z{_i
=9 3x°-9x x+3 16
3(2x=3) 1 X
77 + = IS.=R—|-3]|
77 R S BT =3
1 2 3
78 + =0 R. x==
- x=3x+2 x—1 2
2x—1 3—x x—3 7 35
J— _|_ — = —
3x2—75 x+5 10—2x 25— 2 Rox 3
50 | x+2 1 _ 4 R x=_>
(x—3)7 x-3 9-3x STy
5x 2 5
3x’—18x+15 3x—3 18x—90 o=
B (x-4)(x+3)= 2 brd) 15.=(4,-33)
1 1 2x+1 1 x
83 l—=x|:{1+=x|= —= IS =4
=] ( 22 ) T ex+3 27 x4 4
e 3ol > X' —8 X' 42x+4_2-3x x’—9  6x+7 1s—|_26
1-2x  2x—1 x—4 x’42x+1 2x—6 4-9x> 6 | 2
2x x 1 1 2x(x2—1) x*(5x—3) 12
+ — . = IS:_
[EE] 6x—3 4-8x| (2x+1 2x—1] 8x’—4x 3(2x+1)(2x—1) {5}
2 2 2
m 3x - 2x+3+x+2: x+1_1 3x x| 3X X x+2 1S.=-30)
x'—=3x  3—x x x'=27 x—3] 3x°-81 3—x
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Osservando i due membri dell'equazione, senza svolgere i calcoli, puoi subito affermare che non

: : 2x—dxt7f=m— L
esiste alcun numero reale che rende vera 1'uguaglianza? X—ax - 5 4
(X —5x+ 7)
Quale numero occorre aggiungere a numeratore ¢ denominatore della frazione tre settimi perche essa
raddoppi di valore? R. [x=21]

m Quale numero occorre aggiungere a numeratore ¢ denominatore della frazione
due settimi perch¢ essa triplichi di valore? R. {x=28]

m Due amici A e B partono con le loro automobili nello stesso istante da due localita diverse; A fa un
viaggio di 100 Km a una certa velocita, B fa un viaggio di 132 Km ad una velocita che supera quella
dell’amico di 20 Km/h. I due amici arrivano nello stesso istante all’appuntamento.

Qual ¢ la velocita di A?

I 100 km I 32km |

Traccia di soluzione
1. Se A e B partono insieme e arrivano insieme significa che hanno impiegato lo stesso tempo per fare il
proprio viaggio;
2. il tempo ¢ dato dal rapporto tra lo spazio percorso ¢ la velocita;
3. la velocita di A ¢ I’incognita del problema: la indichiamo con x;
110 132

4. ’equazione risolvente ¢ T x+20

Prosegui nella risoluzione.
Per percorrere 480Km un treno impiega 3 ore di piu di quanto impiegherebbe un aereo a percorrere
1920 Km. L’aereo viaggia ad una velocita media che ¢ 8 volte quella del treno. Qual ¢ la velocita del treno?
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» 3. Equazioni letterali

Quando si risolvono problemi, ci si ritrova a dover tradurre nel linguaggio simbolico delle proposizioni del
tipo: Un lato di un triangolo scaleno ha lunghezza pari a k volte la lunghezza dell’altro e la loro somma ¢
pari a 2k.

Poiché la lunghezza del lato del triangolo non ¢ nota, ad essa si attribuisce il valore incognito x e quindi la
proposizione viene tradotta dalla seguente equazione: x+kx = 2k .

E possibile notare che i coefficienti dell’equazione non sono solamente numerici, ma compare una lettera
dell’alfabeto diversa dall’incognita. Qual ¢ il ruolo della lettera k?

Essa prende il nome di parametro ed ¢ una costante che rappresenta dei numeri fissi, quindi, pu¢ assumere
dei valori prefissati. Ogni volta che viene fissato un valore di k, ’equazione precedente assume una diversa
forma. Infatti si ha:

Valore di k Equazione corrispondente
k=0 x=0
k=2 x+2x=4
1 1
k = 5 X — 5 x=—1

Si puo quindi dedurre che il parametro diventa una costante, all’interno dell’equazione nell’incognita x, ogni
volta che se ne sceglie il valore.

Si supponga che il parametro k assuma valori all’interno dell’insieme dei numeri reali. Lo scopo ¢ quello di
risolvere 1’equazione, facendo attenzione a rispettare le condizioni che permettono 1'uso dei principi
d’equivalenza e che permettono di ridurla in forma normale.

Riprendiamo l'equazione x+k x = 2k , raccogliamo a fattore comune lax siha (k+1)x=2k .

Per determinare la soluzione di questa equazione di primo grado, ¢ necessario utilizzare il secondo principio
d’equivalenza e dividere ambo i membri per il coefficiente k£ +1 .

Si ricordi pero che il secondo principio ci permette di moltiplicare o dividere i due membri dell'equazione
per una stessa espressione, purché questa sia diversa da zero.

Per questa ragione, nella risoluzione dell’equazione (k+1)x=2k ¢& necessario distinguere i due casi:

2k
e se k+1#0 ,cioése k#—1 ,¢&possibile dividere per k+1 esiha X=T1

e se k+1=0 ,cioése k=—1 | sostituendo tale valore all'equazione si ottiene I’equazione
(=1+1)x=2+(—=1) ,cioé¢ 0-x=—2 che risulta impossibile.
Riassumendo si ha:

x+kx =2k con keR
Condizioni sul parametro Soluzione Equazione
k=—1 nessuna Impossibile
2k .
k#—1 =1 Determinata

Ritorniamo ora al problema sul triangolo isoscele, spesso nell’enunciato del problema sono presenti delle
limitazioni implicite che bisogna trovare. Infatti, dovendo essere x un lato del triangolo esso sara un numero
reale positivo. Di conseguenza, dovendo essere I’altro lato uguale a k volte x, il valore di k deve
necessariamente essere anch'esso positivo, ovvero k>0 . Di conseguenza il parametro k non pud mai
assumere il valore —1 e quindi il problema geometrico ammette sempre una soluzione.

Questa analisi effettuata sui valori che puo assumere il parametro k, prende il nome di discussione
dell’equazione.
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Procedura per stabile quando una equazione é determinata, indeterminata, impossibile
In generale, data I’equazione ax+b5=0 siha ax=—»5 e quindi:

-se a#0 ,l’equazione ¢ determinata e ammette I’unica soluzione x=-— P

-se a=0 e b#0 ,I’equazione ¢ impossibile;
-se a=0 e b=0 ,l’equazione ¢ soddisfatta da tutti i valori reali di x, ovvero ¢ indeterminata.

Esempi
B I+(x+m)=(x+1)—x(x+m)
Dopo aver fatto i calcoli si ottiene I’equazione (m—1)-x=—m e quindi si ha:
Se m—1#0 , cioe se m#1 , & possibile dividere ambo i membri per m—1 e si ottiene 1’'unica
soluzione x=——— ;
m—1
Se m—1=0, cioé¢ se m=1 , sostituendo nell'equazione il valore 1 si ottiene 0-x=—1 ; che risulta
impossibile.

m  (k+3)x=k+4x(k+1)
Effettuando i prodotti si ottiene ’equazione: (3k+1)x=—k e quindi si ha:
1
Se 3k+1#0 , cioé se k;t—g , ¢ possibile dividere ambo i membri per 3k+1 e si ottiene 1’unica
—k
3k+1

soluzione x=

, che risulta un'equazione

1 . . . o 1
Se k=-——, sostituendo questo valore di k nell'equazione si ottiene O-x=§

3 b
impossibile.

n a’x=a+1+x
Portiamo al primo membro tutti i monomi che contengono l'incognita g* x—x=a+1
Raccogliamo a fattore comune 1'incognita x~( at—1 ) =a+1

Scomponendo in fattori si ha l'equazione  x-(a—1 lla+ l=a+1

I valori di a che annullano il coefficiente dell'incognita sono a=1 e a=-1

Nell'equazione sostituisco a=1, ottengo I'equazione 0x=2 che ¢ impossibile.

Sostituisco a=-1, ottengo 1'equazione 0x=0 che ¢ indeterminata.

Escludendo i casi a=1 e a=-1, che annullano il coefficiente della x posso applicare il secondo principio di

a+1 1
equivalenza delle equazione e dividere 1° € 2° membro per a+/, ottengo X= lat 1)( o 1) = —1

Ricapitolando
1

a—1

Sea=lallora IS.=8 ;seca=-lallora ISR ;se a#+1Aa#—1 allora LS.=

295



www.matematicamente.it - Matematica C3 - Algebra 1 - 6. Algebra di 1° grado

Risolvi e discuti le seguenti equazioni letterali nell'incognita x.

RN 1+2x=a+1-2x x=5V acR
7T _ ‘ _ 3
93 2x—§—ax 5 sea=2 IS O ;se a#2 IS 2(a—2)]
B v x=2b+bx seb=0 1S.=R ,b=1 IS8 , b#0Ab#l I.S.=[%}
m ax+x—2a"-2ax=0
ER ax+2=x+3 se a=1 LS=0 ;se a#l I'S':[al—ll
W 3gx—2a=x(1-2a)+a(x—1)
IEER k(x+2)=k+2 se k=0 LS=@ ;se k#0 I.S.=[27_k}
EEN b+1)(x+1)=0 se b=—1 IS.=R ;se b#—1 [S=—1|
K x+2k =x+2 k=1 1S.=Rik=—1 IS=8k#1nk#=1 IS= -
x(3=5a)+2-(a—1)=(a—1)-(a+1)
(a—1)(x+1)=x+1 se a=2 IS=R ;se a#2 I[S=—1]|
x+2a-(x—2a)+1=0
YW (a—1)(x+1)=a—1 se a=1 IS =R ;se a#l LS=|0|
RN 2k (x+1)—2=k(x+2) se k=0 IS =0 ;se k#0 I.S.={%l
ala—1)x=2a(x—5) se a=0 IS =R ;se a#0 LS= 31_0“]
3ax+a=2a"—3a se a=0 IS =R ;se a#0 I.S.=[§'(a—2)
3x—a=a(x—3)+6 se a=3 ILS=R ;se a#3 LS=(2}
24 ox=3ax+d—da’x a=2 IS.=R; a=1 LS.=@,; a#2ra#] 1S.= 11
o
x(a—4)=a+2 a=2 1S=8; a==2 IS=R; a#-2na#2 1S.= —
P
(x—m)(x+m)=(x+1)(x—1) m=1Vm=—1 LS.=R;m#1Am#—1 L[S.=@
(a—2Px+(a—2)x+a—2=0 a=2 IS.=R; a=1 1S.=0; a#lAa#2 [S.= 11
—da
2 2 2 2 2
(9a2—4)x=2(x+1) az—g \% a=§ ].S.Zﬂ,’a#—g/\a?&g ].S.Z[m]
(a—1)x=da"—1 se a=1 1S.=R ;se a#1 LS.=|a+1]
2 f—
BN (a+2)x=d’+a—1 se a=—2 IS.=0 ;se a#-2 I.S.=%az1
a(x—1)V=a(x’~1)+2a se a=0 IS=R ;s a#0 [5S=0
& x—a’—dax +4=0 a=—2Va=2 IS.=R;a=0 1S.=8 ;a#-2na#0Aa%2 LS.=| L
a
2
bx(b*+1)—(bx—1)(b*=1)=2b" se b=0 LS.=0 ;se b#0 LS= I;bb
a(a—5)x+a(a+1)=—6(x—1) a=2 [S=R;a=3 [S.=0 ;a#2ra#3 LS.= ;”3
—da
4
AN (x+a)—(x—a)+(a—4)(a+4)=a" a#0 LS. = —;a=0 IS=0
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Equazioni con due parametri

Esempio
B (bta)x—(b+2)(x+1)=—-1
Mettiamo l'equazione in forma canonica
bx+ax—bx—b—2x—2=—1
(a—2)x=b+1
* se a—2=0 Tlequazione ¢ impossibile o indeterminata
o se b+1=0 ¢indeterminata
o se b+1#0 ¢&impossibile

. . . b+1
* se a—2#0 l'equazione ¢ determinata e la sua soluzione & X=E
Riassumendo:
a=2Ab=—1 — [S5=R
a=2Ab#—1 — [S =0
a#2nbE—1 — 18.=| 2t
a—2
Risolvi e discuti le seguenti equazioni nell'incognita x con due parametri
(m+1)(n—2)x=0 m=—1vn=2 I[S.=R;m#—1An#2 15.={0]
WVl m(x—1)=n m=0An#01S.=8 :m=0An=0LS.=R ; m#0L5.=| 7"
m
WEN (a+1)(b+1)x=0 a=—1Vvb=—1 LS=R; a#—1Ab#—115.={0}
(m+n)(x—1)=m—n m=n=0 ISR;m=-n#0 [S.=8;m#=n 15= 20
m-rn
AN x(2a—1)+2b(x—2)=—4a—x a=b=0 LS R;a=—b#0 LS.=0;a#—b LS.= 2E1b+_ba)

a=2ANb=-3¢eq. ind.
a=2ANb#—3eq. imp.

ax—3+b=2(x+b)
a#2nb#—3 x=b13
a—2
(a+1)x=b+1
a=—1Ab=—1 LS.=R; a=—1Ab#—1 1S.=0; a#—1 LS.= bi
a
(a+b)(x—2)+3a—2b=2b(x—1)
a=b=0LS.R;a=b#01S.=0;a#01S.= 2b—ba
_
x(x+2)+3ax=b+x’

a#—%].S.= b
3 2+ 3a

DN (x—a)+b(2b+1)=(x—2a)’+b—3a

;a=—§/\b=OI.S.=IR;a=—%/\b¢0 IS.=40

2
a=0/\b=0I.S.=IR;a=0/\b¢OI.S.Zﬁ,'a¢0[S:=[—%I
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Equazioni letterali frazionarie, caso in cui il denominatore contiene solo il parametro

Esempio

x+ta 1
2a-1 4-24°

X
[ | =— con a€R
a

Questa equazione ¢ intera, pur presentando termini frazionari.

Sappiamo che ogni volta che viene fissato un valore per il parametro, I’equazione assume una forma diversa;
la presenza del parametro al denominatore ci obbliga ad escludere dall’insieme dei numeri reali quei valori
che annullano il denominatore.

Per a=0Va= 5 S annullano i denominatori quindi I’equazione ¢ priva di significato.

Per risolvere 1’equazione abbiamo bisogno delle Condizioni di Esistenza C.E. a#0 et a# 5

Procediamo nella risoluzione, riduciamo allo stesso denominatore ambo i membri dell’equazione:
a(x+a)+1_x(2a-1)
a-(2a—1) a-(2a—-1)
applichiamo il secondo principio moltiplicando ambo i membri per il m.c.m. ax+a’+1=2ax—x
che in forma canonica ¢ x-(a—1)=a"+1 .
11 coefficiente dell’incognita dipende dal valore assegnato al parametro; procediamo quindi alla
Se a—1#0cioe a#1  possiamo applicare il secondo principio e dividere ambo i membri per il

2 2
@+l L’equazione ¢ determinata: [.S.= a tl
a—1 a—1
Se a—1=0 cioé a=1 I’equazione diventa 0-x=2 .L’equazione & impossibile: LS. =0 .
Riassumendo si ha:

coefficiente a—1 ottenendo x=

b

Condizioni sul parametro Insieme Soluzione Equazione
1
a=0Va= 5 Priva di significato
a=1 1LS.=0 Impossibile
1 2
a#O/\a;féE/\asﬁl 18. =14 +11 Determinata
a—

a—x  2ax 2—x _

a-2 -4 a+2

Scomponendo i denominatori troviamo il m.c.m. = ¢>—4

Pertanto se a=2 o a=-2 il denominatore si annulla e quindi 1’equazione ¢ priva di significato

Per poter procedere nella risoluzione poni le CE. a#—2Aa#2

(a—x)(a+2)+2ax—(2—x)(a—2)
(a+2)(a—2)

Applica il secondo principio per eliminare il denominatore e svolgi i calcoli.

Arrivi alla forma canonica ¢ 2:-(a—2)-x=a’+4 . Per le C.E. sul parametro il coefficiente dell’incognita &

=0

Riduci allo stesso denominatore:

2
sempre diverso da zero, pertanto puoi dividere per 2(a-2) e ottieni  x =2c<l—+42)
a—
Riassumendo si ha:
a—x  2ax 2-—x con a€R
a—2 a2 —4 a+2
Condizioni sul parametro Insieme Soluzione Equazione
a=—-2Va=+2 Priva di significato
a’+4
a#z—2Na#+2 LS =\ —F—— Determinata
2(a—2)
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Equazioni letterali frazionarie, caso in cui il denominatore contiene I’incognita ma non il
parametro

Esempio

x+4a 2x+2a
=a-— con a€R
3x 6x

Questa equazione ¢ frazionaria o fratta perché nel denominatore compare 1’incognita.
Sappiamo che risolvere un’equazione significa determinare i valori che sostituiti all’incognita rendono vera
I’uguaglianza tra il primo e il secondo membro. Non sappiamo determinare tale valore solamente
analizzando I’equazione, ma certamente possiamo dire che non dovra essere x = 0 perché tale valore,
annullando i denominatori, rende privi di significato entrambi i membri dell’equazione.
Poniamo allora una condizione sull’incognita: la soluzione ¢ accettabile se  x#0
Non abbiamo invece nessuna condizione sul parametro.
Procediamo quindi con la riduzione allo stesso denominatore di ambo i membri dell’equazione

2x+8a 6ax—2x—2a

6x 6x

Eseguiamo i calcoli al numeratore e otteniamo 4 x—6ax=—10a da cui la forma canonica:

x(3a—2)=5a .
Il coefficiente dell’incognita contiene il parametro quindi procediamo alla discussione.

; eliminiamo il denominatore che per la condizione posta ¢ diverso da zero.

2
Se 3a—2#0 cio¢ a#— possiamo applicare il secondo principio e dividere ambo i membri per il

3
. Sa , . . . | Sa
coefficiente 3a—2 ottenendo x= 30— L’equazione & determinata: 1.S.= 42| A questo punto
dobbiamo ricordare la condizione sull'incognita, cio¢ x#0 , quindi la soluzione ¢ accettabile se
S5a
= # #
A —" 0 —- a#0
. 2 . . 10 . . ‘. .
Se 3a—2=0 cio¢ a =3 I’equazione diventa 0-x =3 »cioe I’equazione ¢ impossibile: 1.S. =0 .
Riassumendo si ha la tabella:
x+a 2x+2a
=a— con a€R
3x 6 x
Condizioni sul Condizioni . . .
”e . Insieme Soluzione Equazione
parametro sull’incognita
x#0
2 o
a=3 LS. =0 Impossibile
2 Sa
= LS = i
a* 3 34-2 Determinata
2 S5a .
a¢§ et a#0 X=3,_2 accettabile
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Equazioni letterali frazionarie, caso in cui il denominatore contiene sia il parametro che
I’incognita

Esempio

2x+b  2x+1 _2x° +b*+1
X b—1  bx—x
L’equazione ¢ fratta; il suo denominatore contiene sia I’incognita che il parametro.
2x+b+2x+1_2ﬁ+bﬁq
x b—1  x-(b—1)

* determiniamo le condizioni di esistenza che coinvolgono il parametro C.E.b#1 ;

* determiniamo le condizioni sull’incognita: soluzione accettabile se x#0 .
Riduciamo allo stesso denominatore ed eliminiamolo in quanto per le condizioni poste ¢ diverso da zero.
L'equazione canonica ¢ x-(2b—1)=b+1 .
Il coefficiente dell’incognita contiene il parametro quindi occorre fare la discussione:

con beR

Scomponiamo in fattori i denominatori

1 b+1
* se 2b—1+#0 cio¢ b# 5 possiamo dividere ambo i membri per 2b—1 , otteniamo  x=77"—
. . o . b+1 . .
L’equazione & determinata, I'insieme delle soluzioni ¢ 1.S. = 25=1| ° la soluzione ¢ accettabile se
b+1

verifica la condizione di esistenza x#0 dacuisiha x= #0 — b#—1 , cioéseb=-1

2b—1
I'equazione ha una soluzione che non ¢ accettabile, pertanto ¢ impossibile.

1 3
* se 2b—1=0 cio¢ bzi I’equazione diventa O'XZE . L’equazione ¢ impossibile, 'insieme

delle soluzioni & vuoto: 1S.=0 .
La tabella che segue riassume tutti i casi:

2 2
2x+b  2x+1_2x+b°+1 con beR
X b—1 bx—x
Condizioni sul Condizioni . . .
” . Insieme Soluzione Equazione
parametro sull’incognita
b=1 Priva di significato
b#1 x#0
1 o
b= 5V b=-1 1S.=40 Impossibile
1 b+1
ESWNE VN LS.= i
5 2h—1 Determinata
b;tl/\b;él/\b#—l x= ha accettabile
2 S 2b-1
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Risolvi e discuti le seguenti equazioni che presentano il parametro al denominatore

131

132

133

134

3

[
o))

w

[
[~

R R
w
o © ©

|—l

4

|—l

142

143

144

x+2+x—1: 1

6a 222 3a
x—1+2x+3=£
4b 4

2x—1+£:2

3a 3 a
x, 2 :a—x+2
a 2—a Qa—qa’

Y 8=4a——=
a— a—3
x—1+x+a_a—l
a—1 a a

a-9 _

a+?2 ¥=a-3

x+2 X 1 2

2 T To=
a—2a a+2a a g —4

x+1 2x+1 2x 1
2 2 - +
a’+2a+1 d’—a-2 (a+1)(a—2) a-2
x+1 2x—1: 2
a=5 a=2 4 —7a+10
x+2 2 1 X
+ + + b—1)=0

b—2 p —4pb+4 | b—2 b—1 ( )
x—2+x—1:x—2+ 1
£43t t+3 £ t+3
3+0°x  (2b°+b)x+1 3b°x+1

T 3T = T —2x
Tb°—b b(b—7) b
erm:1

x+1
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a=0 equaz. priva di significato
a=—-3 IS=0
3

a#0Nna#-318.=
a+3

b=0equaz. priva di significato
b=6 15=0
1

b?&O/\b?&6 IS=[6——Z)]

a=0equaz. priva di significato
a=-2 1S=0
7

a#z 0ANa#—2 IS=
2+a

a=0Va=2equaz. priva di significato
a=—=3 IS.=0

a+?2
a+3

a#z 0Na#2 N a#-3 1S5=

a=1Va=3 equaz. priva di significato
a#lna#31S.=/(a—1)(a-3)

a=0Va=1 equaz. priva di signif.

1
1
2a—1

== IS =
a=5 &
a=—2 equaz. priva di signif.

aiO/\a;é;—/\ail 1S =

a=—3 1S.=80

a=3 [S.=R

a#—3Na#—2Aa+3 18— 4F2
a+3

a=0Va=-2Va=+2priva di signif.
a#0Aa#=—2Aa%+2 I.S.=[—%

a=2Va=-—1equaz. priva di signif.
ala+4)
—a

a#2Na#—1 LS.

a=5Va=2equaz. priva di signif.
a=4 [S.=0
1
#ESNa#2Na#4 [S.=|———
a#5Na a S. [3(4—a)]
b=2V b=1equaz. priva di significato
b

b#£2Ab#] [S[E:E

t=0Vt=—3equaz. priva di significato
=3 1S.=R

t#OANt#=3AE#3 18.=(2}

b=0V b="7equaz. priva di significato

b#OND#T I.S.Z[—l—l

2b°

—_— Y —

m=1 LS.=R—(—1)
m#1 I1S.=8
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=
1N
(6}

4

[
o))

'—I

= R
[N
o ©

4

~

148

(S

151

152

15

!

[ary
(6]
[~

5

R R
4
o o

157

158

159

b
N
~

x+1:x—l

a—1 a _ ax+a’
x+3 2—x _x2+x—6

a+l 2a _ 3—5a
x+1 x-—2 xz—x—z

xX—a x+3a _x+5  2x

— = —1
x’—=1 2x—x"—1 x+1 (x—1)

3 a _a-—5x
=+ =
1+3x 3x—1 1-9x°

2a 1 _ 6a’—13a—4
2 + 2 - 3 2
X' —x—2 3x"+2x—1 3x—4x"—5x+2

a_1
X a

a =1+4+a
x+a

X 1

X—a x-+ta

x+a x—a
x—a x+ta
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1
= IS =
a 5 S.=0
gzl ol 2a=2)
2 2a—1
7
a=3\/a=9— 1S.=0
a#3na=l 15| 2B3at])
9 3—a

t=0vet=1 1S.=0
t#£0At#1 1.S.={E]
2t
k=0 1S=R—{1,—1]
k#0 1S.=[-3]
a=1 LS.=R—[-372]
a=3Vva=2 1S=80
a#lAna#3 1S.={—al

a=1vVa=-3va=3 [S=0

P ———...S,

a#-3na#1Aa#3 1S.= ?:Z
a=1Va=—-5Va=—1va=7 15=0
a#—5Na#—1Na#T LS.= M]
a+5

4 5 13
a 3 a 9 a 3 I1S=0

4 5 13 3-2a
a¢—3—/\a¢9—/\a¢3— IS— 4+3a

1
-1 IS=R-
=75

1
.

a=%\/a=4\/a=1 1S=0

a;é—é/\a;tz—/\a#4/\a¢l 1S ={a-2}

a=0equaz. priva di significato
a#0 1S=[d’)

a=—1va=0 [S.=0

2
a#—1Aa#0 1S =|—-2

1+a
a=—1va=0 1S.=0
a#—1Aa#0 L1S.= —M}

a+1

a=0 LS.=R—[0}

a#0 18.=0|
a=0 1S.=0
a#0 I.S.=[—5—
a
a =1 equaz. priva di significato
a=—1 15.=0
a#lha#—1 LS.= 4
a+1

—_— —  —— —
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160 | _ x
x+t t+1 et x++t
tx £ ¢
161 + — =0
x—2 t+1 x-2
2x+1 2a-—1
2x—1 a+1
X x+1 1
SN S 124
a 3
ges x+1 x=2
bx a+2x*
165 [ r = +
165 e e R
2 2
166 2x+l+2x —32)2 1
X bx—x x—b
et
x+a xX—a
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t=—1 equazione priva di significato
£+t-1=0 1S.=0

Pt—120 1.S.=[1—
+1

t=—1equaz. priva di significato
t=0 LS.R—{2}

1
=——Vii=— [ =
t=—3Vt 3 18=40

3t+1

1
l¢—3,—5,—1,0 1S.= m

a=—1 equaz. privadisign.
a=2 IS.=0

az —1Na#2 IS =

3a
2(a—2)]
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» 4. Equazioni letterali e formule inverse

Le formule di geometria, di matematica finanziaria e di fisica possono essere viste come equazioni letterali. I
due principi di equivalenza delle equazioni permettono di ricavare le cosiddette formule inverse, ossia di
risolvere un'equazione letterale rispetto a una delle qualsiasi lettere incognite che vi compaiono.

Esempi

. b-h
B Areadel triangolo A= >
Questa equazione ¢ stata risolto rispetto all'incognita A, ossia se sono note le misure della base b e
dell'altezza h ¢ possibile ottenere il valore dell'area A.
E' possibile risolvere 1'equazione rispetto a un'altra lettera pensata come incognita.

Note le misure di A e di B ricaviamo h. Per il primo principio di equivalenza moltiplichiamo per 2 entrambi i

membri dell'equazione A= % —2A=b-h dividiamo per b entrambi i membri % =h , orabasta
invertire primo e secondo membro:
L _2A
b

m Formula del montante M =C(1+it)
Depositando un capitale C viene depositato per un periodo di tempo t in anni, al quale ¢ applicato un tasso di
interesse annuo 1, si ha diritto al montante M.
Risolviamo 1'equazione rispetto al tasso di interesse i, ossia supponiamo di conoscere il capitale depositato C,
il montante M ricevuto alla fine del periodo t e ricaviamo il tasso di interesse che ci € stato applicato.

Partendo da M =C(1+it) , dividiamo primo e secondo membro per C, otteniamo —=1+if ;

C
sottraiamo 1 al primo e al secondo membro, otteniamo F_ 1=it ;dividiamo primo e secondo membro

M

per t, otteniamo ( C
l =

M-C
t-C

. . LM .

che possiamo riscrivere come l=7'( el l) oppure [=
t
B Formula del moto rettilineo uniforme S=5,+ V¢
Un corpo in una posizione sy, viaggiando alla velocita costante v, raggiunge dopo un intervallo di tempo ¢ la
posizione s.
Calcoliamo v supponendo note le altre misure.
Partendo dalla formula s=s5)+Vv-f sottraiamo ad ambo i membri sy, otteniamo S—Sy,=Vv-¢ ; dividiamo
S—=Sg
t

primo e secondo membro per t, otteniamo \
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Ricava le formule inverse richieste
Interesse I maturato da un capitale C, al tasso di interesse annuo i, per un numero di anni t:

Ricava le formule per calcolare C=...... i=... ... t=......

Se il capitale ¢ 12.000 €, il tasso di interesse 3,5%, il tempo ¢ di 6 anni, calcola I.

Conversione da gradi Celsius C a gradi Fahrenheit F

5(F—32)
9

C=

Ricava la formula per calcolare F=..

Calcola il valore di C quando F vale 106.

Calcola il valore di F quando C vale 12.

Valore attuale Va di una rendita che vale Vn dopo n anni, anticipata di t anni al tasso di interesse i:

V=V, (1—it)]

Ricava le formule per calcolare Vi=...... i=... ... t=......
Se il valore attuale ¢ 120.000€, il tasso di interesse il 2%, calcola il valore della rendita dopo 20 anni.
Sconto semplice S, per un montante M, al tasso di interesse i, per un tempo t in anni:

_ Mt
L+it

Ricava le formule per calcolare M = ... ... i=... ...
Se lo sconto semplice € 12.000€, il tempo ¢ 12 anni, il tasso di interesse il 4,5%, calcola il montante.

Superficie S di un trapezio di base maggiore B, base minore b, altezza h:
S:%-(B +b)h

Ricava le formule per calcolare B=...... b=...... h=......

Se la base maggiore ¢ 12cm, la base minore 8cm, la superficie 12cm?, calcola l'altezza del trapezio.
Superficie laterale Sl di un tronco di piramide con perimetro della base maggiore 2p, perimetro della
base minore 2p', apotema a (attenzione 2p e 2p' sono da considerare come un'unica incognita):

(2p+2p')-a

Ricava le formule per calcolare 2p=... ... 2p'=... ... a=......

Se la superficie laterale vale 144cm?, il perimetro della base minore 12¢m e il perimetro della base maggiore
14cm, calcola l'apotema.

Volume V del segmento sferico a una base di raggio r ¢ altezza h.

Ricava la formula per calcolare r=......
Se il volume misura 200cm? e I'altezza 10cm, calcola la misura del raggio.
Superficie totale S del cono di raggio di base r e apotema a.
S=1t-r(r+a)]
Ricava la formula per calcolare a=......
Se la superficie totale € 98cm” e il raggio 6¢m, calcola la misura dell'apotema
Velocita v nel moto rettilineo uniforme con velocita iniziale v0, accelarazione costante a dopo un
tempo t

Ricava le formule per calolare Vo= ... ... a=...... t=......
Se un corpo ¢ passato in 10 secondi dalla velocita 10m/s alla velocita 24m/s qual ¢ stata la sua ccelezione?
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Spazio percorso s nel moto rettilineo uniformemente accelerato in un intervallo di tempo t, per un
corpo che ha posizione iniziale s0, velocita iniziale v0 e accelerazione a:

1
s=s0+v0~t+5~a~t2

Ricava le formule per calcolare Vo=... ... a=......

Se un corpo ha percorso 100m, partendo dalla posizione iniziale 0, accelerazione 3m/s?, in 10 secondi, qual
era la sua velocita iniziale?

Formula di Bernoulli relativa al moto di un fluido:

p+p-g-h+%p-v2=k

Ricava le formule per calcolare h=...... p=.. ...
Legge di Gay-Lussac per i gas:
V=V,(1+ot)|

Ricava le formule per calcolare Vo=...... t=......
Equazione di stato dei gas perfetti:

pV =nRT
Ricava le formule per calcolare V=.... T=......
Rendimento del ciclo di Carnot :

_, I

n= T,
Ricava le formule per calcolare Ti=...... T,=......
Legge di Stevino

Py=P,+p-g (ZA_ZB) ‘

Ricava le formule per calcolare p=.. ... ZA= .ot ... Zg= ... ...

Risolvi le seguenti equazioni rispetto alla lettera richiesta:

153 [
X

w

¥

yzz—% X=... ... a=......
< ¢4 AT G

'—\

~rE~E-~ -
oo il oo il ©
] RSl By
<
Il
|
(V8]
|
Q
b
|
o)
Il

8

=8

(m—1)x=m-3 m=....

2 +a L 0 a=.....
x+2 +

a
189 NPESHT:
X
a

(o0}

—1)x=0 b=......
-b_ b

2 2
a —b

X
a+b

1
1
190 b risolvi rispetto all'incognita a e poi rispetto a x

_b(b+1)  bla+b+1)
R{“"zx—b’ T

2 b. 1

X r =0 risolvi rispetto ad a e poi rispetto a b

191 +
a+b —p> a—b

2x—1 "7 x+1

R‘[a:b(erl)' _a(2x—1)]
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> 5. Intervalli sulla retta reale

DEFINIZIONE.
Dati due numeri reali a e b, con a <b, si chiamano intervalli, i seguenti sottoinsiemi di IR
(a,b)=x€ER|a<x<b| intervallo limitato aperto, a e b sono esclusi;

|
J
[ab]= l x€R|a<x Sb} intervallo limitato chiuso, a € b sono inclusi;
|
]
|
J

[ab )={x€|R|an<b
(ab]=x€ER|a<x<b

(a,+o)= [ xER|x> a} intervallo superiormente illimitato aperto, a ¢ escluso;

intervallo limitato chiuso a sinistra e aperto a destra, a ¢ incluso, b ¢ escluso;
intervallo limitato aperto a sinistra e chiuso a destra, a ¢ escluso, b ¢ incluso;

[a,+0)=xER|x>a| intervallo superiormente illimitato chiuso, a & incluso;

(—0,a)=x€R|x<a| intervallo inferiormente illimitato aperto, a & escluso;

(—0,a]=/x€ER|x<a| intervallo inferiormente illimitato chiuso, a & escluso.
I numeri a e b si chiamano estremi dell’intervallo.

I numeri reali possono essere messi in corrispondenza biunivoca con i punti di una retta: ogni numero reale
ha per immagine un punto della retta e viceversa ogni punto della retta ¢ immagine di un numero reale. Di
conseguenza ognuno degli intervalli sopra definiti ha per immagine una semiretta o un segmento,
precisamente gli intervalli limitati corrispondono a segmenti e quelli illimitati a semirette. Vediamo con degli
esempi come si rappresentano i diversi tipi di intervalli.

Esempi
m H={x€R|x<3} intervallo illimitato inferiormente H =(—o0, 3)
L’insieme H & rappresentato da tutti i punti della semiretta che precedono il punto immagine del numero 3,
esclusa I’origine della semiretta. Nella figura, la semiretta dei punti che appartengono ad H ¢ stata disegnata
con una linea piu spessa; per mettere in evidenza che il punto immagine di 3 non appartiene alla semiretta
abbiamo messo una crocetta sul punto.

3

AF
LAY

m P=({xeR|x=-5] intervallo illimitato superiormente chiuso a sinistra H =[—5,+®)
Segniamo sulla retta r il punto immagine di -5; I’insieme P ¢ rappresentato dalla semiretta di tutti i punti che
seguono -5, compreso lo stesso -5. Nel disegno, la semiretta dei punti che appartengono a P ¢ stata disegnata
con una linea piu spessa, per indicare che il punto -5 appartiene all'intervallo abbiamo messo un pallino
pieno sul punto.

-5
&

m D={x€R|-2<x<6] intervallo limitato aperto D=(—2,6)
Segniamo sulla retta reale i punti immagine degli estremi del segmento, -2 e 6. L'insieme D ¢ rappresentato
dal segmento che ha per estremi questi due punti. Nel disegno il segmento ¢ stato disegnato con una linea piu
spessa, i due estremi del segmento sono esclusi, pertanto su ciascuno di essi abbiamo messo una crocetta.
-2 6
* x

(A

m 7={x€R|-2<x<6] intervallo limitato chiuso a destra T =(—2,6] .
Rispetto al caso precedente, il segmento che rappresenta I’insieme T € chiuso a destra, ossia ¢ incluso
nell'intervallo anche il 6, ¢ escluso invece il punto -2.

-2 6

pT4
n

m S={xeR|-2<x<6] intervallo chiuso ¢ limitato S=[2,6]
Il segmento che rappresenta 1’insieme S contiene tutti e due i suoi estremi:
-2 6
& $

Altri particolari sottoinsiemi dei numeri reali sono
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m R ={x€R|x>0] semiretta di origine 0 costituita da tutti i numeri positi:

0

A4

B R ={xeR|x<0] semiretta di origine 0 costituita da tutti i numeri reali negativi

0

LY
mn

Il punto 0 non appartiene a nessuna delle due semirette; il numero zero non appartienenéa IR* néa IR~
R=R"UR U {0} .
m R ={xeR|x>0}
B R, ={xeR|x=<0}

Per ciascuno dei seguenti grafici determina la scrittura corretta

3

[A] x<-3 [B] x>-3 [C] x<-3 [D] x<-3
193 £

[A] x<2 [B] x>2 [C] x<2 [D] x<2
. i

[A] x<+2 [B] x>-2 [C] —2<x<2 [D] —2<x<2
195 3 3

[A] x<5;x>3 [B] 3>x>5 [C] 3<x<5 [D] 3<x<5
- :

[A] R —{-1] [B] —1>=x>0 [C] —1<x<0 [D] O0<x<-—1
197 O}{

[A] x>0 [B] x>-— [C] x=<0 [D] 0<x<0
198 L 2

[A] x=1;x<2 [B] 1=<x<2 [C] x<lex>2 [D] 2=1
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» 6. Disequazioni numeriche

Consideriamo le seguenti proposizioni:

A) 5 ¢ minore di 12

B) 48-90 ¢ maggiore di 30

C) il quadrato di un numero reale ¢ maggiore o uguale a zero

D) sommando ad un numero la sua meta si ottiene un numero minore o uguale a 1
esse possono essere tradotte in linguaggio matematico usando i simboli > (maggiore) , < (minore) , >
(maggiore o uguale) ; < (minore o uguale) e precisamente :

A) 5<12 B) 48-90>30 C) x*>0 D) x+%xsl

Le formule che contengono variabili si dicono aperte; quelle che contengono solo numeri si dicono chiuse.
Quindi A) e B) sono formule chiuse; C) e D) sono formule aperte.

DEFINIZIONE. Chiamiamo disuguaglianza una formula chiusa costruita con uno dei predicati < (essere
minore) ; > (essere maggiore) ; < (essere minore o uguale) ; > (essere maggiore o uguale).

Di essa sappiamo subito stabilire il valore di verita, quando ¢ stabilito I’ambiente in cui vengono enunciate.

DEFINIZIONE. Chiamiamo disequazione una formula aperta, definita in R e costruita con uno dei
seguenti predicati: < (essere minore) ; > (essere maggiore) ; < (essere minore o uguale) ; > (essere
maggiore o uguale).

Analogamente a quanto detto per le equazioni, chiamiamo incognite le variabili che compaiono nella
disequazione, primo membro e secondo membro le due espressioni che compaiono a sinistra e a destra del
segno di disuguaglianza.

Esempi

m InN,laformula 5>0 ¢unadisuguaglianza VERA

B InZ, laformula —6>—4 ¢ unadisuguaglianza FALSA

m La formula 5x>0 ¢ una disequazione; quando all’incognita sostituiamo un numero essa si
trasforma in una disuguaglianza e solo allora possiamo stabilirne il valore di verita. Nel caso
proposto ¢ VERA se sostituiamo alla variabile un qualunque numero positivo, FALSA se
sostituiamo zero o un numero negativo.

Completa la seguente tabella indicando con una crocetta il tipo di disuguaglianza o disequazione:

Disuguaglianza Disequazione
VERA FALSA

Proposizione

11 doppio di un numero reale ¢ minore del suo triplo
aumentato di 1

La somma del quadrato di 4 con 3 € maggiore della
somma del quadrato di 3 con 4

11 quadrato della somma di 4 con 3 ¢ minore o
uguale a 49

In Z:(5+8)—(2)*>0

2
—x" >0

(x+6)-(1-9)-(x+3-9)<0

DEFINIZIONE. L’insieme dei valori che sostituiti all’incognita trasformano la disequazione in una
disuguaglianza vera, ¢ I’insieme soluzione (I.S.) della disequazione.

P 7. Ricerca dell’insieme soluzione di una disequazione
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Alcune volte I’'L.S. si pud semplicemente trovare ragionando sulla forma della disequazione.

Esempi
Analizziamo le seguenti disequazioni in R:

B 3-x=0 sicercano quei valori da attribuire all’incognita che moltiplicati per 3 diano un prodotto
positivo o nullo. Per le regole dei segni e per la legge di annullamento del prodotto, il numero x deve
essere maggiore ouguale a0: 1S.={x€R|x>0}=R U (0] .

m  x’+1<0 sicercano i valori che rendono la somma del loro quadrato con 1 un numero negativo.
Poiché il quadrato di un numero & sempre positivo, al pit nullo se il numero ¢ zero, aggiungendo ad
esso 1, non troveremo mai un risultato negativo: LS. =0 .

B —x <0 il primo membro & ’opposto del quadrato di un numero; poiché il quadrato ¢ sempre
positivo o nullo, la disequazione ¢ verificata per qualunque numero reale: LS. =R .

[ | N <0 il primo membro & I’inverso di un numero reale; tale operazione ha significato per

1. C e . 1 .
qualunque numero tranne che per 0, 0 infatti € priva di significato. La frazione — ¢ negativa
X

per qualunque valore negativo attribuito alla incognita: 1S ={x€R|x<0}=R"™ .

In questo paragrafo affronteremo disequazioni in una sola incognita, che, dopo aver svolto eventuali calcoli
nei due membri, avra l'incognita al primo grado e i cui coefficienti sono numeri reali.

La forma piu semplice o forma canonica di una disequazione di primo grado in una sola incognita a
coefficienti reali € una delle seguenti ax>b; ax<b; ax=b; ax<b con ae b numeri reali.

Per condurre una disequazione alla forma canonica e quindi per determinare il suo I.S. si procede applicando
dei principi analoghi a quelli delle equazioni.

Premettiamo la seguente

DEFINIZIONE. Due disequazioni si dicono equivalenti se hanno lo stesso insieme delle soluzioni.

PRIMO PRINCIPIO. Addizionando o sottraendo a ciascuno dei due membri di una disequazione uno
stesso numero o una stessa espressione (definita per qualunque valore attribuito all’incognita), si ottiene
una disequazione equivalente alla data.

Regola pratica: questo principio ci permette di “spostare” un addendo da un membro all’altro cambiandogli
segno o di “eliminare” da entrambi i membri gli addendi uguali.

SECONDO PRINCIPIO. Moltiplicando o dividendo ciascuno dei due membri di una disequazione per uno
stesso numero positivo o per una stessa espressione (definita e positiva per qualunque valore attribuito alla
variabile), si ottiene una disequazione equivalente alla data.

TERZO PRINCIPIO. Moltiplicando o dividendo ciascuno dei due membri di una disequazione per uno
stesso numero negativo o per una stessa espressione (definita e negativa per qualunque valore attribuito
alla variabile), si ottiene una disequazione equivalente alla data ma con il verso cambiato.
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Esempi
m 4(2x—1)+5>1-2(-3x-6)
1° passo: eseguiamo i prodotti 8 x—4+5>1+6x+12
2° passo: spostiamo tutti termini con I’incognita nel primo membro e i termini noti nel secondo membro,
cambiamo i segni quando passiamo da un membro all'altro: 8 x—6x>1+12+4-5
3° passo: sommando i termini simili si ottiene la forma canonica 2 x>12
4° passo: applichiamo il secondo principio dividendo ambo i membri per il coefficiente della x. E'
Fondamentale a questo punto osservare che il coefficiente ¢ 2, che ¢ un numero positivo, pertanto non

. . : 12 . . . . .
cambia il verso della disequazione 5% > > 7 >6 . Se viceversa il coefficiente dell'incognita fosse

stato un numero negativo si sarebbe dovuto cambiare il verso della disequazione.
5° passo: scriviamo l'insieme delle soluzioni .S.={x€R|x>6}=(6,+x) e rappresentiamo
graficamente l'intervallo

______________________________________________ 6 ,
T
(x+17 2+3x (x—1)°
4 2 4
2 2
I m.c.m. ¢ 4 numero positivo, moltiplichiamo per 4 siha 4- (x—zl) - 2+23 s 4 (x4 )

Semplificando (x+1)*—2-(2+3x)>(x—1)
Eseguiamo i prodotti x*+2x+1—-4—6x>x"—2x+1
Eliminiamo dai due membri i termini uguali x* € 1, trasportiamo a sinistra i monomi con I’incognita ¢ a
destra 1 termini noti; infine sommiamo i monomi simili:
F+2x+1-4-6x>-2x+1 > 2x+2x—6x>+4 - —2x>4
11 coefficiente dell’incognita ¢ negativo, applicando il terzo principio dividiamo ambo i membri per -2 e

. . . . -2 4
cambiamo il verso della disuguaglianza: 5 < > - x<-=2

...............................

IS ={x€ER|x<-2}=(—0,—2) « >

Giunti alla forma —2x>4 potevano trasportare a destra del segno di disuguaglianza il monomio con
I’incognita e a sinistra mettere il termine noto; ovviamente per il primo principio spostando questi termini
cambiano segno e otteniamo —4>2x . Il coefficiente dell’incognita ¢ positivo dunque applichiamo il

T : -4 2 .. . .
secondo principio dividendo per 2, abbiamo 3 > 5 — —2>x ,che letta da destra a sinistra dice che i
valori da attribuire ad x per soddisfare la disequazione assegnata sono tutti i numeri reali minori di -2.

Vediamo qualche esempio in cui scompare 1’incognita

B L (xt5)x>(3-x)

2 2
Il m.c.m. & 2, positivo; moltiplichiamo ambo i membri per 2; svolgiamo i calcoli:
2 %(x+5)—x)>2- %(3—x) - x+5-2x>3-x - —x+5>3—x

La forma canonica ¢ 0-x>—2 che si riduce alla disuguaglianza 0>-—2 vera per qualunque x reale:
LS. =R

n %-(x+5)—x>%'(3—x)

Svolgiamo i calcoli ed eliminiamo i monomi simili: x*+4x+4—4x—4<x’—1 — 0-x<—1
che ¢ la disuguaglianza 0<-—1 falsa per qualunque x reale: 1.S. =8
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m Rappresenta graficamente l'insieme delle soluzioni delle seguenti disequazioni
x=2>0 x+5>0 x—-4>0 x-520 x+3<0 x>0 x=0 —-1=<x 3>x

Trova I'Insieme Soluzione delle seguenti disequazioni

201 [KITS I.S.=[x<%] 2x>3 8= x>%
| 202 [KIEY 1S={x<= 5x>—4 [S={x>—=
X+ x*+10>0 1S.=R X+ x'+100<0 1S.=0
S - <+3>0 1S.=|x<3| ~x—3<0 1S.=|x>-3|
FLEN 3+2x>3x+2 1S.=|x<1] S5x-4>6x—4 18.=|x<0
B3 -3x+2>-x-8 18.=|x<5]| 4x+4>2(2x+8) IS=4
4x+4=2(2x+1) IS=R 4x+4=22(2x+2) IS=R
LEN 4x+4<2(2x+3)  1S=40 4x+4>2(2x+2) IS=40
BIEN 4x+4<2(2x+2) 1S=48 X+4>3 15.=R
A 3<—1 15.=0 4x+423 x+§ [5.=x20
—3x>0 18.=|x<0| —3x<0 18.=x>0|
—3x+520 8= xS%] —3x—820 8= xs—g
—3x-822 15=|x<-10 A s Is=lx<-2
3 3 4
4 4 _2 1
—3x20 18.={x<0| —323 [S=jx<=3
2 1 1 2 27
215 RS 1S.={x>—= —Zx< 1S.={x>-="
3759 =76 37=? g 2’
+5 1 27 1 (x ) (x=3)
21 x Tz = A ~ . .:
A — 3 x> S5 = 1S.=R
RTINS ) N (| ER RIS Clint ) NP
23 3 3
13 3 1 2 1 3
218 > (x— IS.=\x=—=} Zx+—-<5|=x—= IS.={x>=
(x+3)"=(x—2)(x+2) x 6} Sty 5 3573 x>
RN 1 —(2x—4)>—x-(4x+1)+2 IS=x>1  (x+1)=(x—1) 18.=x=0|
EA %-(x+1)—%-(1—x)<x+2 1S.=[x€R|x<1]=(~c0,1)
Il 0 <175+0.25 x 15=x<B
(222 [LAEREES R VPN TE R SV 220 IS.=R
2 3/ 3 3
223 [ECatiNE sl S SO S 18.=|x>-12
2 39 2 111
X X 1 (x—1) 5x—6
——1||1+5|+x—%> + I1S.=40
224 JES T rxg e
B, 1), 0,,1),.72, 73 I5-R
2\7 2/ 317 3)7 3 2
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» 8. Problemi con le disequazioni

Problema
Tariffe telefoniche
Sto analizzando due proposte di compagnie telefoniche per poi stipulare il contratto pitt conveniente per le
mie esigenze. La compagnia T, prevede una spesa fissa di 5 centesimi di scatto alla risposta da sommare
alla spesa di 1 centesimo per ogni minuto di telefonata. La compagnia T> non prevede spesa per lo scatto
alla risposta, ma per ogni minuto di telefonata la spesa é di 2 centesimi. Dopo quanti minuti di telefonata la
seconda tariffa é piu conveniente della prima?

Indichiamo con x la durata in minuti di una telefonata e con t; e t; rispettivamente la spesa con la prima ¢ la
seconda compagnia:

t,=(5+1-x) centesimi t,=(2-x) centesimi
t, sara piu conveniente dit; se 2-x<5+x
Il problema ¢ formalizzato con una disequazione nell’incognita x, di primo grado. Dobbiamo trovare L.S.
Applicando il primo principio si ottiene: 2-x—x<5 — x<5 (min)
Conclusione: se le mie telefonate durano meno di 5 minuti allora mi conviene il contratto con T, , altrimenti
se faccio telefonate piu lunghe di 5 minuti mi conviene T, . Le due tariffe sono uguali se la telefonata dura
esattamente 5 minuti.

Problema
L'abbonamento
Su un tragitto ferroviario, il biglietto costa 8,25 euro. L'abbonamento mensile costa 67,30 euro. Qual é il
numero minimo di viaggi che occorre effettuare in un mese perché l'abbonamento sia piv conveniente?

Indichiamo con x il numero di viaggi. Il costo del biglietto di x viaggi ¢ 8,25-x . L'abbonamento ¢ piu

8,25
viaggi in un mese conviene acquistare i biglietti singoli, da 9 viaggi in poi conviene 1'abbonamento.

conveniente quando  8,25-x>67,30 da cui x> e quindi x>8,16. In conclusione se si fanno §
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Risolvi i seguenti problemi con una disequazione
Sommando un numero con il doppio del suo
successivo si deve ottenere un numero maggiore di
17. Quali numeri verificano questa condizione
[x>5]
Sommando due numeri pari consecutivi si
deve ottenere un numero che non supera la meta del
numero piu grande. Quali valori pud assumere il
primo numero pari? [x<-2/3]
m Il noleggio di una automobile costa 55,00 €
al giorno, piu 0,085 € per ogni chilometro percorso.
Qual ¢ il massimo di chilometri da percorrere
giornalmente, per spendere non piu di 80,00 € al
giorno?
[massimo 294 km]
m In una fabbrica, per produrre una certa
merce, si ha una spesa fissa settimanale di 413 €, ed
un costo di produzione di 2,00 € per ogni kg di
merce. Sapendo che la merce viene venduta a 4,00 €
al kg, determinare la quantitd minima da produrre
alla settimana perché 1I’impresa non sia in perdita.

Per telefonare in alcuni paesi esteri, una
compagnia telefonica propone due alternative di
contratto:
a) 1,20 € per il primo minuto di conversazione, 0,90
€ per ogni minuto successivo;
b) 1,00 € per ogni minuto di conversazione.
Quanti minuti deve durare una telefonata perché
convenga la seconda alternativa?
[meno di 3 minuti]
Il prezzo di un abbonamento mensile
ferroviario ¢ di 125,00 €. Sapendo che il prezzo di un
singolo biglietto sulla stessa tratta ¢ di 9,50 €, trovare
il numero minimo di viaggi per cui I’abbonamento
mensile risulta conveniente, e rappresentare grafica-
mente la soluzione.
[14]
Al circolo tennis i soci pagano 12 € a ora di
gioco, i non soci pagano 15€. Sapendo che la tessera
annuale costa 150€, dopo quante partite all'anno con-
viene fare la tessera di socio?

In montagna l'abbonamento per due
settimane allo skipass costa 220€ mentre il biglietto
giornaliero costa 20€. Andando a sciare ogni giorno,
dopo quanti giorni conviene fare I'abbonamento?
[x>11]
Marco ha preso alle prime tre prove di
matematica i seguenti voti: 5; 5,5; 4,5. Quanto deve

prendere alla quarta e ultima prova per avere 6 di
media? [9]

Per produrre un tipo di frullatore un'azienda
ha dei costi fissi per 12.000€ a settimana e riesce a
pro-durre 850 frullatori a settimana, ognuno dei quali
ha un costo di produzione pari a 34€. L'azienda
concor-rente riesce a vendere un frullatore analogo a
79€. A quanto devono essere venduti i frullatori in
modo che l'azienda abbia un utile e che il prezzo di
vendita non sia superiore a quello del prodotto
concorrente?

Per noleggiare un'auto una compagnia
propone un'auto di tipo citycar al costo di 0,20 € per
km per-corso e una quota fissa giornaliera di 15,00 €,
un'auto di tipo economy al costo di 0,15 € per km e
una quota fissa giornaliera di 20,00€. Dovendo
noleggiare 'auto per 3 giorni quanti km occorre fare
perché sia piu conveniente l'auto di tipo economy?
[piu di 300 km]

Alle 9.00 di mattina sono in autostrada e
devo raggiungere una citta che dista 740 km entro le
17.00 poiché ho un appuntamento di lavoro.
Prevedendo una sosta di mezzora per mangiare un
panino, a quale velocita devo viaggiare per arrivare
in orario?

Quanto deve essere lungo il lato di un
triangolo equilatero il cui perimetro deve superare di
900cm il perimetro di un triangolo equilatero che ha
il lato di 10cm? [x>310cm]

I 1ati di un triangolo sono tali che il secondo
¢ doppio del primo e il terzo ¢ piu lungo del secondo
di 3cm. Se il perimetro deve essere compreso tra
10cm e 20cm, tra quali valori puo variare il lato piu

17
—cm<x<-—_—cm

5 5

m In un triangolo isoscele 1'angolo alla base
deve essere minore della meta dell'angolo al vertice.
Tra quali valori deve essere compresa la misura
dell'angolo alla base? [0 °<x<45°|

Un trapezio rettangolo 'altezza che ¢ il
triplo della base minore, mentre la base maggiore € 5
volte la base minore. Se il perimetro del trapezio non
deve superare i 100m, quali valori pud assumere la
lun-ghezza dell'altezza del trapezio?

150 }

piccolo?

h< 7 m

m Un rettangolo ha le dimensioni una doppia
dell'altra. Si sa che il perimetro non deve superare
600m e che I'area non deve essere inferiore a 200m2.
Tra quali valori possono variare le dimensioni del
rettangolo? [I1 lato minore tra 10m e 100m, il lato
maggiore tra 20m e 200m]
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» 9. Sistemi di disequazioni
In alcune situazioni occorre risolvere contemporaneamente piu disequazioni. Vediamo alcuni problemi.

Problema
1l doppio di un numero reale positivo diminuito di 1 non supera la sua meta aumentata di 2. Qual ¢ il
numero?
Incognita del problema ¢ il numero reale che indichiamo con x. Di esso sappiamo che deve essere positivo,

quindi x>0 e che deve verificare la condizione 2x—1< 5 x+2 . Le due disequazioni devono verificarsi

contemporaneamente.

x>0
Il problema puo essere formalizzato con un sistema di disequazioni: 2x_1< 1 42

2

Risolvere un sistema di disequazioni significa trovare I’insieme dei numeri reali che sono soluzioni comuni
alle due disequazioni, cio¢ che le verificano entrambe.
Se indichiamo con LS., e LS., rispettivamente gli insiemi soluzione della prima e della seconda
disequazione, I’insieme soluzione del sistema ¢ dato dall'intersezione 1.S.=18.,N LS., .
Risolviamo separatamente le due disequazioni per determinare i due insiemi delle soluzioni.
Dl: x>0 — IS,={x€R|x>0]
D2: 4x—2<x+4 - 3x<6 — IS,={xeR|x<2}
Dobbiamo ora determinare [S.=1S.,nN 1S, .
Questa ricerca puo essere facilitata rappresentando graficamente
idue 11.1terV'f1111 in uno stesso sghemq. Dlsegplamo I’asse Qel T
numeri reali r e su esso indichiamo i numeri che entrano in AT AT
gioco, lo 0 e il 2. Disegniamo una prima linea dove l.S.
rappresentiamo con una linea spessa [.S.;, disegniamo una
seconda linea dove rappresentiamo con una linea piu spessa [.S.2.
Su una terza linea rappresentiamo I’insieme degli elementi comuni a 1.S.; e I.S., , che ¢ appunto I' insieme
delle soluzioni del sistema di disequazioni. Non ci rimane che descrivere l'intervallo delle soluzioni in forma
insiemistica 1.S.={x€R|0<x<2|=(0,2] .

v

Problema
In un triangolo il lato maggiore misura 13m, gli altri due lati differiscono tra di loro di 2m. Come si deve
scegliere il lato minore affinché il perimetro non superi 100m?

Dati: AB=13m, BC—AC=2m

Riferendoci alla figura, AC ¢ il lato minore; indichiamo con x la sua

misura.

Obiettivo: determinare x in modo che 2 p<100

Soluzione: B
AC=x,; BC=2+x,; AB=13 con x>0

L’obiettivo in linguaggio matematico si scrive: x+(24x)+13 <100

Per la “disuguaglianza triangolare” si deve avere 13 <x+(2+x) . Il problema ¢ formalizzato dal sistema:

x>0
x>0 L < 35
x+(x+2)+13<100 risolvendo ciascuna disequazione si ottiene T2
13<x+(x+2) 11
x>—
2
determiniamo l'insieme soluzione aiutandoci con una rappresentazione grafica.
Risposta: affinché il perimetro non superi 100m la misura in metri 11 85
del lato minore deve essere un numero dell’insieme 0 2 2 .
[s=xer ey
2 7
Risolviamo delle disequazioni piu articolate nel calcolo algebrico. I
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Esempi
x>2x—11+19—2x
8 4
" x 15+42x
—(x+1)>=—
5 39
Risolviamo separatamente le due disequazioni:
d:8x>2x—11+38—4x — 10x>27 — x>% - IS, = erR|x>%

dy: 9x+9>15x—75—10x — 4x>-84 — x>-21 — [S,=xe€R|x>-21

27
21 10
Rappresentiamo graficamente le soluzioni e determiniamo - 3
IS:]SlmISZ _________________________ LTI
27 LGt birrrrrrd
LS. ={xeR|x>=—
| 10}

2-(x+1)+(=2)x>3-(2x-3)
o ((x-3)° (2x-1) .35

4 16 16

Risolviamo separatamente le due disequazioni:
D, :2x+2+4x>6x-9 - 0x>-11 — LS =R

D,: 4x"+36—24x—4x’—1+4x—-35<0 — —20x<0 — x>0 — IS,=/x€R|x>0

Determiniamo 1.S. =15.,N LS., 0

v

IS.=xeR|[x>0

i
AT r e

(x—=2)(x+3)=x+(x—1)(x+1)
u (x—l)3§x2-(x—3)+2(—é—x+l)
Risolviamo separatamente le disequazioni: D,: x’—2x+3x—6>x+x’—1 — 0x>5 — IS, =0
Poiché la prima equazione non ha soluzioni non avra soluzioni nemmeno il sistema. E' superfluo quindi
risolvere la seconda disequazione. La risolviamo per esercizio.

Dy ¥ =3x+3x—1<x-3x"—x+2 — 4x<3 — xS% - LS,=

3
ER|x<=
X | x 1

LS. =18, NILS,=0NILS.,=0

(o) o
= 3 2] 2 3/76
x+1$2x—1+1—2x
3 4
Risolviamo separatamente le due disequazioni:
Dl:%x—%xﬁé - 2x-3x<1 - x>-1 - LS, ={xeR|x>—1}

D,: 12x+12<8x—4+3-6x — 10x<-13 — xs—% - LS,=

xEIR|xS—E
10

Rappresentiamo le soluzioni e determiniamo 1.S. =18, N LS., .

Il grafico mette in evidenza che i due insiemi . -1
soluzione non hanno elementi in comune,

v

pertanto LS. =0
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Sulla retta reale rappresenta 1’insieme soluzione S, dell’equazione:

2 . .
%+%-(5 x+3)=2+§~(x+1) e I’insieme soluzione S, della disequazione:
1 1—x 6—2x x .
~—2 >3- - S,cS, 2
> ) 3 3 3 .Everoche §,c§, ¢
2
m Determina i numeri reali che verificano il sistema: {* = 0 [x =0]
2—-3x=0
(x+3)—(x+3)-(9x—2)>x"+27
ILER L insieme soluzione del sistema: | x+5 +3 +2- (x—1) <x+1 e
3 3
A) x€R|x>3] B) [x€éR|x>-3 C) x€R|x<-3] D) IS. =8 E) x€R|x<3

mAttribuire il valore di verita alle seguenti proposizioni

a) Il quadrato di un numero reale ¢ sempre positivo

b) L’insieme complementare di A={x€R|x>—-8} ¢ B={xeR|x<-8]

¢) Il monomio —6 x° y*> assume valore positivo per tutte le coppie dell’insieme R* xR*

d) Nell’insieme Z degli interi relativi il sistema xgtclj()o non ha soluzione

< < < <

1+2x<0

1 , .
-1, _E) rappresenta 1’L.S. del sistema x-;3 <xt1 v F

e) L’intervallo
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Risolvi i seguenti sistemi di disequazioni

247

251

253

3—x>x o 3x<4
2x>3 S5x=>—4
2x>3 o 3x—5<2
3x<4 x+7<-2x
3—x=x—-3 —x—3<3
x<3
—x+3=0 34+2x=3x+2
2x—1>2x P 2x+2<2x+3
3x+3<3 2(x+3)>2x+5
—3x>0 34+2x>3x+2
—3x+5=0 x<0 5x—4<6x—4
—3x>-2x —3x+2=—x—8
4 2 4
3773 dx+4=3-(x+—
) 1 0 3
—TX=— 4x+4>2-(2x+2)
3 9
__1+x+1>0 0<x<5 2 3
20 2 (x+3)=(x—2)(x+2)
2
l_( +5)2S(x—3) 2x+3>x_1
iS 1 R x—4 2x+1
X x— —
. <
3 +3+2 <x+4 5 3
2l x—=|+x>3x—-2
x l.x_ x
3 2 4 6
3oLz 1
P I ET)
1 1)1 2
—3x—=|—=(1+x)(1—x)+3{=x—1| =0
2 3] 3
4\ 2—x x—1
3| x 3 3 X 3 >0
2
[1——(2x+1) + x—% <(x+1P+ 1 (142x)
2
x—;— x+;— > x—;—
2 2
2l x—= x+l— < x—l— + x+1—
2 2 2
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» 10. Disequazioni polinomiali di grado superiore al primo

Problema
Vogliamo determinare i valori di x che rendono il polinomio p=(3x—7)(2—x) positivo.
Il problema chiede di determinare 1’insieme delle soluzione della disequazione di secondo grado
(3x—7)(2—x)>0 . La disequazione si presenta nella forma di prodotto di due fattori di primo grado e
proprio la sua forma di prodotto ci facilitera la risposta al quesito.

Sappiamo che nell’insieme dei numeri relativi il segno del prodotto di due fattori segue la

regola dei segni visualizzata dalla tabella a lato: il segno di un prodotto € positivo se i due x|+t -
fattori sono concordi”. Questo fatto si traduce nei due metodi risolutivi del problema Sl I
proposto. - - +

Metodo 1: impostiamo due sistemi di disequazioni, formalizzando 1’osservazione precedente
3x=7>0,,/]3x-7<0
2—x>0 2—x<0
Risolvendo i due sistemi e unendo le loro soluzioni otteniamo I'insieme delle soluzioni della disequazione
originaria: 1S8.=15.,ULS.,

3x-7>0 xelR|2<x<%

7
3x—7<0 X<3 5 08,=
2—x>0

—

7
x>
IS, =0 1IS,:
3 1 2 2 x<0

x<2

1S, :

x>2

7

quindi LS. =15 ,ULS,=x€ER| 2<x<§

Mediante il metodo appena esposto risolvi le seguenti disequazioni

1,3 6 9
7259 | (x+3)-(§x+§)<0 RN -
| 260 | rt2]5x+ 1] <o0 N N S
2 5 10

Il metodo illustrato nel caso precedente si complica se il prodotto ha piu di due fattori. Prova infatti ad
applicarlo alla seguente disequazione

(x—3)-(2x—9)-(4—5x)>0

Metodo 2: Torniamo alla disequazione iniziale (3x—7)(2—x)>0 e applichiamo un altro metodo.
Osserviamo che quando risolviamo la disequazione 3x—7>0 determiniamo 1’insieme dei valori che

attribuiti alla variabile rendono il polinomio p=3x—7 positivo, precisamente sono i valori x> f3—

Rappresentiamo I’L.S. con una semiretta in grassetto come in figura

/

3
Y

A

In realta, nel grafico sono contenute tutte le informazioni sul segno del polinomio:
* la semiretta in grassetto rappresenta i valori che rendono il polinomio positivo;
* il valore x = 2 ¢ quello che annulla il polinomio;
* la semiretta non in grassetto rappresenta i valori che rendono il polinomio negativo.
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Esempio
m (3x—7)(2—x)>0
La disequazione equivale a determinare i valori che attribuiti alla variabile x rendono positivo il polinomio
p=03x-7)(2—x) .
Studiamo separatamente il segno dei due fattori:

7

Fi: 3x-7>0 — x>§
F,: 2—=x>0 — x<2

Per risolvere la disequazione iniziale ci € di particolare aiuto un grafico che sintetizzi la situazione.

Applicando poi la regola dei segni otteniamo il segno del polinomio p=(3x—7)-(2—x) .

]

-
3

L J

segnodi £ ________ tHt+++EEE+

segnodify, THIt+++++t+H-—————————o———

segno di p: — + —

Ricordiamo che la disequazione che stiamo risolvendo (3x—7)-(2—x)>0 ¢ verificata quando il
polinomio p=(3x—7)(2—x) & positivo, cioé nell'intervallo in cui abbiamo ottenuto il segno “+”.

Possiamo concludere 1.S.={x€R|2<x <%

B (x—3)(2x—9)(4-5x)>0
Determiniamo il segno di ciascuno dei suoi tre fattori:
F :x=3>0 - x>3

F,:2x-9>0 — x>%

F,:4-5x>0 — x<§

Costruiamo la tabella dei segni:

4 9
- 3 _
segno di f;: e NRIRNEETERIS PR
segnodify _______________._______ SENEEEEEE TR
segno di f3: e e e -———-
segno di p: + — + —

La disequazione ¢ verificata negli intervalli dove ¢ presente il segno “+”
9

IS=lxeR|x<3v3<x<?
5 2
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Esempio
B 4x+4x’<l+x
La disequazione ¢ di terzo grado; trasportiamo al primo membro tutti i monomi:
4 +4x’-1-x=<0
Possiamo risolverla se riusciamo a scomporre in fattori di primo grado il polinomio al primo membro: U
AxX+4x*—1-x<0 - 4x(x+1)—(x+1)<0 - (x+1)(2x—1)(2x+1)<0
Studiamo ora il segno di ciascun fattore, tenendo conto che sono richiesti anche i valori che annullano ogni

singolo fattore (legge di annullamento del prodotto):
F :x+1=20 - x>-1

F,:2x-1=20 — xZ%
F:2x+1=20 — xz—%
Possiamo ora costruire la tabella dei segni
_L 1
1 2 2 -
segno di fi: — + + +
segno di fo: — — _ J
segno di fi: _ _ " + +
segno di p: — 4 + r 4 +

@ 9,

Ricordiamo che la disequazione di partenza 4 x’+4x><1+x ¢ verificata dove compare il segno “-:
1

LS. = x€R|x =<—1 oppure _%SXSE

Procedura per determinare L.S. Di una disequazione polinomiale di grado superiore al primo

- scrivere la disequazione nella forma p<0, p=>0, p<0, p>0;

- scomporre in fattori irriducibili il polinomio;

- determinare il segno di ciascun fattore, ponendolo sempre maggiore di zero, 0 maggiore uguale a
zero a seconda della richiesta del problema;

- si costruisce la tabella dei segni, segnando con un punto ingrossato gli zeri del polinomio;

- si determinano gli intervalli in cui il polinomio assume il segno richiesto
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Trovare ['Insieme Soluzione delle seguenti disequazioni

R (x+2)(3—-x)<0 x<—-2Vx=>3

AN x(x—2)>0 x<0Vx>2
S (3x+2)(2-3x)<0 x<—%\/x>%
BIEN 3x(2—x)(3—x)=0 x>0V2<x<3
FEA (x+1)(1-x) %x—2 >0 x<4
(x—1)(x—2)(x—3)(x—4)<0 l<x<2V3<x<4
EEN ~-16<0 —4<x<4

BN 4x*-2x<0 0<x<%

x'—81=0 X<—3Vx=3
X+17x+16<0 —l6<x<-1
16—x*<0 X<-2Vx>2

AER X +2x+1<0 i)

AN X +6x+9>0 R

AER x°—5x+6<0 2<x<3
X’+3x—4<0 —4<x<1

X>x x>1

LN P (2x°—x)—(2x*—x)<0 —1<x<0\/%<x<1
X=2x+1+x(x’=2x+1)<0 x<—1

m ¥ =2x"—x+2>0 —1<x<1vx=2
X+ 4x°+3x°>0 x<=3Vx>—1Ax#0
BN (6x7—24x)(x*—6x+9)<0 0<x<4Ax#3
(x*—8)(x+2)<(2—x)(x*+8) —2<x<2

XN 2a+1)(a*-24°+1)<0 a<—%/\a¢—1
m X—6x"+11>1-3x —l<x<2Vx>5
m =+ x’—6x'—x+6<0 —3<x<-1vl<x<2

Determinare i valori che attribuiti alla variabile y rendono positivi entrambi i polinomi seguenti
p1=y4—13y2+36; p2=y3—y2—4y+4 —2<y<lvy>3
Determinare i valori di a che rendono  p=¢4*+1 minoredi 5. —2<a<2

Determina 1.S. dei seguenti sistemi di disequazioni:

2_9> 2 _
289 [REIEE 3<x<5 A3N-12200 s
x —=7x+10<0 12x+12x+3>0
2_
1200 JISPTa I U T B
3 777 3
1—a>0
4
box —1<0 11
16x°+8x>>0 2 2
2x*—13x4+6<0 .
FEA 2x*-5x-3)(1-3x)>0 —6<x<—
X+7>1

» 11. Disequazioni frazionarie

322



www.matematicamente.it - Matematica C3 - Algebra 1 - 6. Algebra di 1° grado

Un’espressione contenente operazioni tra frazioni algebriche ha come risultato una frazione algebrica. Con la
condizione di esistenza che il denominatore della frazione sia diversa da zero la ricerca del segno di una
frazione algebrica viene effettuata con la stessa procedura seguita per il prodotto di due o piu fattori.

Esempio
3x—7
>0
" 2—x 7
Poniamo innanzi tutto la C.E. 2—x#0 cioée x#2 e ? 5

procediamo studiando il segno del numeratore e del
denominatore. Terremo conto della C.E. Ponendo il
denominatore semplicemente maggiore di zeroenon - - - T T T T T T 7 b A
maggiore uguale.
7
N=20 — 3x 720—>x23 _ +
D>0 - 2—x>0 - x<2

Analogamente a quanto fatto per il prodotto, dalla tabella dei segni otteniamo [S.={x€R|2<x s% in

cui vediamo gia compresa la C.E. che inizialmente avevamo posto.

Procedura per determinare L.S. di una disequazione frazionaria
- applicare il primo principio e trasportare tutti i termini al primo membro;
- eseguire i calcoli dell’espressione al primo membro per arrivare a una disequazione nella forma
(M 03 (M- 03 (M ) (M o)
D (x) oppure D(x)> oppure D (x) oppure D)~
- studiare il segno del numeratore e del denominatore, ponendo N(x)>0 (oppure N(x)=>0 a secondo
della richiesta) e D(x)>0;
- costruire la tabella dei segni, segnando con un punto in grassetto gli zeri del numeratore;
- determinare gli intervalli in cui il polinomio assume il segno richiesto.

Esempio

x=1  2x+1_ 4x"(2x+1)+1

2x+2 4x-2 8xX+8x’—2x-2

x—1 2x+1  4xX(2x+1)+1
2x+2 4x-2 8xX4+8x'—2x-2
Scomponiamo in fattori i denominatori, determiniamo il minimo comune multiplo e sommiamo le frazioni
N (x)

>0

D (x)

x—1 . 2x+l 4x°(2x+1)+1 .

2(x+1) 2(2x—1) 2(x+1)(2x—1)(2x+1)
(x—=1)(2x—1)(2x+ D+ 2 x+1)(2x+1)(x+1)—4 x> (2x+1)+1

2(x+1)(2x—=1)(2x+1)

720 (%)

>(

Trasportiamo tutti i termini al primo membro

per arrivare alla forma

>0

4x+1
2(x+1)(2x—1)(2x+1
Studiamo separatamente il segno di tutti i fattori che compaiono nella frazione, sia quelli al numeratore sia
quelli al denominatore e costruiamo la tabella dei segni:

0-4x+1>0 L - ! L
N>0-4x+1>0->x>—— . -— —
4 _:l 2 4 2 I
x+1>0-x>-1 segno IN: ——————E ———————— '— ——————— :i<+++++++§i—++++
D=0 2x—1>0—>x>1— segnodid;: —————— o e e e
D:|segno di da: ———————é—————————é————————ai— ——————— %i+++++
2x+1>0—>x>_1_ segno di da: ——— e — e e e ah T ah aak s
2 segno di f: -+ : —_ : + : — : +

Non abbiamo posto le C.E. in quanto gia rispettate dalle disequazioni del denominatore.
Prendiamo gli intervalli in cui il segno della frazione € positivo come richiesto dalla disequazione (*):

LS. = xEIR|x<—1\/—l<x<—l\/x>l
2 4 2

323



www.matematicamente.it - Matematica C3 - Algebra 1 - 6. Algebra di 1° grado

Esempio
x 2 2x-3 10x-3 <§' x’+2
2 3 x-1 6x—6 2 3x-2
_ _ 2
Trasportiamo tutti i termini al primo membro : = — 22x-3 10x—-3 3 x'+2 _,
2 3 x-—1 6x—6 2 3x-2
Eseguiamo le operazioni per semplificare la frazione e ridurla alla forma (x) <0

x_ A4x—=6 10x=3 3x+6 _ 1
2 3(x—1) 6(x—1) 2(3x-2) 3(x—1)(3x-2)
3x (x—1)(3x—2)—2(4x—6)(3x—2)+(10x—3)(3x—2) =3 (3x’+6) (x—1)—2

<0

<0
6(x—1)(3x—2)
11x-2
6x—1)0Bx—2)0
Studiamo il segno del numeratore e dei fattori del denominatore
2 2
2 11 3 1 I,
N>0 - 11x-2>0 — x> _ g
11 segno N: - ¢ 4 + +
d1>0—>x—1>0—>x>1 SEgﬂOdl: — - - +
D
D>0— 2
d,>0-3x-2>0-x>2 segno dy; - -+ +
segno —_ + — +

Non abbiamo posto le C.E. in quanto gia rispettate dalle disequazioni del denominatore.
Prendiamo gli intervalli in cui il segno della frazione ¢ positivo o nullo come dalla disequazione (*):

LS. = xEIR|xSl\/%<x<1
11 3

X +11 x*+35x+25
x =25 ’

Studia il segno della frazione f=

Traccia di svolgimento
Scomponi in fattori numeratore ¢ denominatore, otterrai
fe (x+5)°(x+1)
(x+5)(x—3)
Poniamo le C.E. e semplifica la frazione: . .
Studia separatamente il segno di tutti i fatt0r1 che vi compalono Verifica che la tabella dei segni sia:

-5 -] s Iy
segnon:  _ x + + I +
N: ;
segnon;:  — i — % 4 +
segnoD: — - - * +
segno f:  — + F = +

Risposta
La fraz10ne assegnata, conla C.E.x#—5ex#5 ,siannullase x=—1 ;¢ positiva nell’insieme
I"=|x€R|-5<x<—1Vx>5| ,¢&negativa in IlexelR|x<—5\/—1<x<5§ .
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Determinate LS. delle seguenti disequazioni fratte:

300

w

01

302

303

304

W

0

($))

o
(o)}

w
o
0o

w
o

w w
o
~

)

310

311

312

313

314

w

1

(§))

w

1

o
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x—2
0

3x—9> x<2Vx>3
x+2<2 x<lvx>4
x—1
x+820 x<—8Vx>2
x—2

4 2 2

<0 — <
Py — x< 4v3_x<3
3 1 7
< L

—xx1_2 2<x$2\/x>4

x—3 3x—3

3 —1<
x —4x+4 6—3x

2 2—6x

< 2

4x—16 x*—8x+16

5 > 5x+4

2x+6  x’+6x+9
(x+3ﬂ10x—5)<
x—=2
x 1 <0
x+1 Y41
4—-3x 3x+1
<
x—2 x—2
5x—4>x—4
3x—12 4—x
2—x <5x—1
5x—15 2x-6
(3x—12)(6—x)
(24—8x)(36—18x)
(x—2)(5-2x) S
(5x—15)(24—6x)
(x—=2)(x+4)(x+1)
(x—1)(3x—9)(10—2x)
(5—x)(3x+6)(x+3)
(4—2x)(x—6)x
(x—5ﬂ3x—6ﬂx—3)<0
(4-2x)(x+6)x
(x=3)(x+2)(15+5x)
X' —5x+4
(x—4f(x+3)
X’ +5x+6
X 1 2

0

<0

<0

<0

=0

=0

> J—
1—x> 2x+2 4x—4
3—x<x—1+ 2
x—2 x+3 x2—|—x—6
2 1 3
>

x+2 x+1-2x+2
3 __2x  x+l

2X—1_2x2—x X
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3x+12
(x—4)(6-3x)"
4—3x>_3
6—5x 5
3)26+4Z
x"+1
7 6 >
x+3 x+9
2 - 2x—2
x=2 (x=2)(x+3)

x<2v2<x<%

xeR|x <>

LS. =
S 13

1S.=

xER|x<—3\/—3<xS%

1S.=

xERth%\/%<x<2

—1<x<1
x<le>2
2
x<2Vx>4
xsle>3
3
x<2V3<x<4V x=6
5
x<2V §$x<3 vV x>4
x<—4vV—-1<x<lV2<x<3Vx>5
—3<x<-2V 0<x<2V 5<x<6
x<—6V 0<x<3V x=5con x#2
—3<x<-2V 1<x<3V x>4
LS. =|x€R|x>-2]
IS =|x€R|x<—1]
5
x<—3V—1<x<2Vx>5
IS.=|xeER|x<—6V —2<x<—1

1S.= x€|R|x<0\/-1—$x<l
4 2

=0 x<—4Vv2<x<4

x<§\/x2ll

9

1
2 ——=<x=<2
2
—45<x<-9V x>-3

x<—3Vx>2
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2

sz >1 1.S.=x€IR|x<l con x#0
2x —x 2
2x  x+2 3 _ 1 1 1
2x—1+2x+1>5 LS. = xeR| 2<x<10 Vx>2I
2_
X ZIxH0 X<AAx#3
x =Tx+12
2
x+1 x<—1v—1l<x<l
2 <0
x —1
X 4—x 2x+1 5
_ > — >—
3 x—2 _acl < 1VO<x<2Vi>3
Y —Ar—6 3x+3 2x—6 . rse VX
1 x(x=2) 3
324 . — >—1 <lvx>1
2—2x | x—=1 3-3x TSI
2 x+1 3—2x 3 x—3
— - + - +4 -
-3¢ 2x-6 6x-18  y_g qg—2. 1= V¥
2 Y Xl 1 + 2= x<0\/1<x<%v)c>2

x2—3x+2_x—2 x—1 3x—x'-2 4x—4
(x=2)(x+4)(x*+5x+6)
(x*=9)(—=4—7x))(x*—6x+8)(x*+4)

w
V]
~

x<—4V-2<x<2V2<x<3Vx>4

3x' =2 +3x"-2x

Dopo aver ridotto ai minimi termini la frazione f= o . , completa
X —x—
F>0 per Xx<—1 OpPPUIE ....ceovirririiiriiiiiiriiiaeeaen,
F =0 PO i,
T <0 POT e
Determinate il segno delle frazioni, dopo averle ridotte ai minimi termini:
fi= 1-a° f_a3—5a2—3+7a fi= 11m—m’+26a
" 243a” 77 9-6a+a’ U39-3 m)(m*+4 m+4)

Determinare 1.S. dei seguenti sistemi di disequazioni:

1 2 13
. o IS ={xeR|0<x<—V —<x<2
T+x_ 2-x 17 2
2x 1-2x
2
X 22x 320 1
2x a1 [S.= xER|x<—2 V t<x<lV x>3
4x—1-3x 3
———=0
x—4
X’ —=3x+2<0
6 _x+t2_ x° 1S.=/xeR|1<x<2|
24x x—=2 4—°
x+1<-2x’
333 RPN x—l) 18.=8
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2;x ZO
3x"+x
X—x—6>0
X' —4<0

LS. =|x€eR|x=-2]

x2—4x+4>0
9—x LS. =|x€R|0<x<3 con x#2|

X' —3x<0
1 3
+
x—2 x+2
2—x S5X—l
5x—15 2x—6

<0
x<—2

X P x>2

2 2
x—2 x—2
22—x n 22+x
x—6x+9 x—9

x—4
<

2—x
x =27
. >
2x

1+

338 1<x<3Ax#2

0

Motivare la verita o la falsita delle seguenti proposizioni riferite alle frazioni:

3 2 2
a—8la Ta +7 20a—50a"—2
f“_81—a2 f}_3+3a“+6a2 /3= 4a-204d"
4 2 2 3
a 1—4a 2a°+a +a
f4_2a4+a2 f5_2—8a+8a2 f6_2a2—a3—a

a) fi per qualunque valore positivo della variabile ¢ negativa
b) f; ¢ definita per qualunque valore attribuito alla variabile

¢) fi ¢ positiva nell’insieme 1.S.={a€R|a<0V a> 1

d) fi ¢ positiva per qualunque valore reale attribuito alla variabile

e) nell’intervallo [— % % [ f5 non si annulla

a) f, & negativa per qualunque valore dell’insieme K =R —{—1,0,1}
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» 12. Equazione lineare in due incognite

Problema
Determinare due numeri naturali la cui somma sia 18.
L’ambiente del problema ¢ I’insieme IN dei numeri naturali. Indicati con x e y i due numeri richiesti dal
quesito, il problema si formalizza con I’equazione x+y=18 , equazione in due incognite, di primo grado.

DEFINIZIONI. Una equazione di primo grado in due incognite si chiama equazione lineare.

Procediamo per determinare I'Insieme Soluzione del problema proposto:

L'obiettivo ¢ trovare x€IN e y€IN tali che x+ y=18 oppure (x,y)ENXN tali che x+y=18

Le coppie di numeri naturali che sono soluzioni dell’equazione sono facilmente determinabili e sono tutte
quelle riportate nella tabella:

x |01 [2 |34 |5]6 | 7|89 1011121314 15|16 ] 1718
y | 1817116151413 |12 11|10 9 | 8 | 7] 6 |5 |43 ]2]1]0

L’Insieme Soluzione del problema posto ¢ dunque formato dalle 19 coppie di numeri naturali sopra elencate.
Riformuliamo il problema cercando coppie di numeri razionali la cui somma sia 18.

In simboli scriviamo x€Q e y€Q tali che x+y=18 oppure (x,;y)EQXQ ftali che x+y=18
Possiamo subito dire che tutte le coppie precedenti sono soluzione del problema, ma ce ne sono infinite altre,
ad esempio la coppia (—7,+25) & soluzione del problema perché sostituendo a x il valore —7 eayil
valore +25 siha (—7)+(4+25)=18 . Dal procedimento si capisce che anche la coppia (+25,—=7) &
soluzione del problema perché (425)+(—7)=18 .

Se attribuiamo un valore arbitrario a x, I’altro elemento della coppia soluzione si puo ottenere sottraendo da
18 il valoredix: y=18—x .

Completa tu
* se x=—3 alloray=18-(-3)=... ... , dunque la coppia (... ...; ... ...) € soluzione dell’equazione;
3
* ose x=o alloray=...............,lacoppia (... ...; ... ... ) ¢ soluzione dell’equazione;
e sex=.....alloray=............,lacoppia(... ...; ... ...) € soluzione dell’equazione;
e sex=.....alloray=............,lacoppia(... ...; ... ...) ¢ soluzione dell’equazione.

Quindi, se I’ambiente del problema ¢ I’insieme Q@ , troviamo infinite coppie di numeri razionali che
soddisfano il problema.

E ancora, se formuliamo il problema nell’insieme dei numeri reali IR , troveremo tutte le infinite coppie
soluzione del problema: basta assegnare all’incognita x valori reali arbitrari e determinare di conseguenza il
corrispondente valore di y=18—x .
Se x=V2 — y=18—y2 elacoppia (V2 18—12| & soluzione dell’equazione
Completa tu:

o se x=—23+1 alloray=......... oot cen e

* se x=18+375 alloray=... ... ... ..ol

DEFINIZIONE. Si chiama Insieme Soluzione (I.S.) di un'equazione di primo grado in due incognite,
I’insieme delle coppie ordinate di numeri reali che sostituiti rispettivamente a x e a y rendono vera
I’uguaglianza.
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Completa la tabelle delle coppie di soluzioni dell'equazione indicata
x+2y—1=0

X -1 0 1 2,25
y |0 -1 3 2 1,5
4
CLS 3x—2y=5
X 0 1 1 —J2 1025
6
y |0 -1 3 V2
4
YV 3x—212y=0
X 0 1 )
6
y |0 1 -1 V2

» 13. Rappresentazione di un'equazione lineare sul piano cartesiano

Esempio
Determinare l'insieme soluzione dell 'equazione 3 y—x+1=0 con x€R e y€R .
Osserviamo che I’equazione assegnata ha due incognite ed ¢ di primo grado; I’insieme soluzione sara
formato dalle infinite coppie ordinate (x;y) di numerirealitaliche 3 y—x+1=0 .
Possiamo verificare che la coppia (1;0) ¢ soluzione dell’equazione, ma come facciamo a determinare
tutte le coppie che soddisfano quella equazione?
Fissiamo I’attenzione sull’incognita y, pensiamo l'equazione come un’equazione nella sola y, ricaviamo y
come abbiamo fatto nelle equazioni di primo grado ad una sola incognita, applicando i principi di
equivalenza delle equazioni:

_ _ 3y _x—1 _1. 1
3y—x+1=0 —» 3y=x-1 - 3 - 3 T Y=3¥73
Ora al variare di x in IR , si ottengono tutte le infinite soluzioni dell’equazione assegnata.
Prova a determinarne alcune:

X y coppia

0o ... ©;...)
I (L;...)
-1 -1;...)

In verita non possiamo trovare tutte le infinite coppie che
risolvono quella equazione, ma possiamo darne una
rappresentazione grafica.

1 1
La formula y= 3 X— 3 rappresenta una funzione

lineare; riportiamo le coppie trovate in un riferimento
cartesiano ortogonale e tracciamo la retta che rappresenta
la funzione.
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Una qualunque equazione lineare ax+by+c=0 ammette infinite soluzioni, costituite da coppie ordinate
a c

di numeri reali; esse sono le coordinate cartesiane dei punti della retta grafico della funzione y= 57}

La formula y =—% xX— % si chiama equazione esplicita della retta.

Esempio

2
Risolvi graficamente I’equazione y+ 35 2=0 con x€R ¢ y€R

L’equazione assegnata ¢ in due incognite, di primo grado, ¢ cioé una equazione lineare. Nel riferimento
cartesiano ortogonale essa rappresenta una retta.

. . . 2 2
Troviamo I’equazione esplicita della retta: y+ 3 2=0 - y=— 3 +2
Individuiamo I’ordinata del punto di intersezione della retta con I’asse y: ¢=2 quindi P(0;2) ¢un
punto della retta.
Troviamo un altro punto appartenente alla retta: se x=3 allora y=0, quindi A(3;0) ¢ un punto della retta.
Disegniamo la retta nel piano cartesiano: le coppie (x;y), coordinate dei punti della retta tracciata, sono le
infinite soluzioni dell’equazione assegnata.

A(3,0)

Risolvi graficamente le seguenti equazioni in due incognite, seguendo i passi sopra descritti:

2x—2y+3=0 —éx—%y-ﬁ-lzo
x+2y+%=0 —2y+3=0

—2x+4y—1=0 2y+§x+6:0
V2 x+v6 y=0 V3y+i6=—x
Stabilisci quali coppie appartengono all’Insieme Soluzione dell'equazione.
5x+7y—1=0 —%;0), (—%;—1 0,‘% , (%;—%
—x+%y—%=0 0,-1], (%1—97) (—g; ) -3, 4)
—x—y+V2=0 V2;0], (0;,=v2), (1+v2,=1], [1;,-1-V2
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» 14. Definizione di sistema di equazioni

Problema

Nel rettangolo ABCD, la somma del doppio di AB con la meta di BC é di 98m; A D
aumentando AB di 3m e BC di 2m il perimetro del rettangolo diventa di 180m.
Determinare [’area in m’ del rettangolo.

Dati: Obiettivo: Area

2@+%?€'=98m.

2(AB+3m+BC+2m)=180 m.
Soluzione:
Per determinare 1’area del rettangolo dobbiamo moltiplicare le misure delle sue dimensioni Area= AB-BC
che perd non conosciamo; il problema ha quindi due incognite.
Analizzando i dati possiamo osservare che ci sono fornite due informazioni che legano le grandezze
incognite. Se poniamo AB=x ¢ BC=y otteniamo le due equazioni

2x+%y=98 2(x+3+y+2)=180

vs)
@)

che dovranno risultare soddisfatte per una stessa coppia di numeri reali.

DEFINIZIONE. Si definisce sistema di equazioni 1’insieme di piu equazioni, in due o pit incognite, che
devono essere verificate contemporanecamente. La scrittura formale si ottiene associando le equazioni
mediante una parentesi graffa.

Analizzeremo in particolare i sistemi in due equazioni ¢ due incognite.

DEFINIZIONI

L’Insieme Soluzione (I.S.) di un sistema di equazioni in due incognite ¢ formato da tutte le coppie di
numeri reali che rendono vere tutte le equazioni contemporaneamente.

Si chiama grado di un sistema il prodotto dei gradi delle equazioni che lo compongono. In particolare, se
le equazioni che lo compongono sono di primo grado, il sistema si chiama sistema lineare.
ax+by=c

cona, b, ¢, a;, b;, ¢c; numeri
a, x+b, y=c b

La forma normale o canonica di un sistema lineare é:

reali.

1
2x+~y=98
X 2y

Il problema proposto si formalizza dunque con il sistema: composto da due

2(x+3+y+2)=180
equazioni in due incognite di primo grado e pertanto il suo grado ¢ 1 ed ¢ un sistema lineare. La sua forma
1
2x+—-y=98
Xty
2x+2y=170

canonica si ottiene sviluppando i calcoli nella seconda equazione, si ottiene
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» 15. Procedimento per ottenere la forma canonica di un sistema

La forma canonica di un sistema lineare di due equazioni in due incognite ¢, come abbiamo visto,
ax+by=c

con a, b, ¢, a;, b, ¢c; numeri reali.
a, x+b, y=c > Ps ¥ &l B

Esempi

4x°—(y+2xV=x+1—-y(4x+y—1)
B Scrivere in forma canonica il sistema: | x—2  y+3
T+T—0

Eseguiamo i calcoli nella prima equazione e riduciamo allo stesso denominatore la seconda equazione:
dx*—y —A4x’—dxy=x+1-4xy—y'+y

3x—6+2y+6=0

Per mezzo del primo principio di equivalenza delle equazioni portiamo le incognite al primo membro e
sommiamo i termini simili:

x+y=-—1
3x+2y=0

che ¢ la forma canonica cercata.

» 16. Metodo di sostituzione

Risolvere il sistema significa determinare tutte le coppie di numeri reali che soddisfano
contemporaneamente le due equazioni.

Analizziamo 1 diversi metodi che permettono di ottenere 1’Insieme Soluzione, cominciamo dal metodo di
sostituzione.

Esempio

—3x+y=2
Sx—=2y=7"
Il sistema si presenta gia in forma canonica. Il metodo di sostituzione si svolge nei seguenti passi:
* 1° passo: scegliamo una delle due equazioni e una delle due incognite da cui partire. Applicando i
principi d’equivalenza delle equazioni, ricaviamo questa incognita.
Nel nostro esempio, partiamo dalla prima equazione e ricaviamo l'incognita y

O 3x =2 dacui |V=2+3x
x=2y=7 S5x—=2y=17
* 2°passo: sostituiamo nella seconda equazione, al posto dell'incognita trovata, 1’espressione a cui €
uguale.
Nel nostro esempio abbiamo :2+3X dacui |y=2+3x
x=2v="7 5x—2(2+3x)=7
* 3°passo: svolgiamo i calcoli nella seconda equazione.
. . y=2+3x
Nel nostro esempio abbiamo $y—d—6x=7
* 4° passo: risolviamo la seconda equazione, che ora ¢ un'equazione di primo grado in una sola
variabile.
L . y=2+3x o ly=2+3x
Nel nostro esempio, ricaviamo x dalla seconda equazione Sy—d—6x—7 T4 o x=—1]

*  5°passo: sostituiamo nella prima equazione il valore numerico dell'incognita trovata, avremo
un'equazione di primo grado nell'altra incognita. Risolviamo quest'ultima equazione.

Nel nostro esempio =2+3x< . dacui |x=-11
y=-31

x=7+40 x =113
*  6° passo: possiamo ora scrivere 1’insieme soluzione.
Nel nostro esempio .S.={(—11,;-31)}
In conclusione, il sistema ¢ determinato, la coppia ordinata (—11,—31) verifica contemporaneamente le
due equazioni del sistema.
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1 1 1

—(x=1)+3|y+=|==

Sl +3|y+3]=c¢

|
pl142]-p=2_x—1
5 5 5
11 sistema non si presenta nella forma canonica.
Svolgiamo i calcoli e portiamo il sistema in forma canonica: 3x+18y=—-2
T x+T7y=15
Ricaviamo x dalla seconda equazione 3x+18y=—-2
x=15-7y

Abbiamo fatto questa scelta perché possiamo ottenere il valore di x con facilita e senza frazioni:

Sostituiamo nella prima equazione al posto di x I’espressione trovata: 7 © J.....7]

Risolviamo la prima equazione che ¢ di primo grado nella sola incognita y:

x=15-7y — X _284
3
_ 284
N
Sostituiamo il valore di y nella seconda equazione: 47
e}
. . . . 284 4
Possiamo scrivere l'insieme delle soluzioni: 1.S.= (% N ?7
. - . . . . 284 47 . .
In conclusione, il sistema ¢ determinato; la coppia ordinata 3 '3 verifica le due equazioni del
sistema.
1_,(x_ 1)
y \y 2
Sx+4y+19_ )
X

Il sistema ¢ fratto poiché in ciascuna equazione compare I’incognita al denominatore; per poter applicare il
secondo principio di equivalenza delle equazioni eliminando i denominatori, dobbiamo porre la Condizioni
di Esistenza e individuare il Dominio del sistema assegnato, cio¢ 1’insieme in cui si trovera

CE y#0 e x#0 percui D=R xR,

Portiamo a forma canonica applicando 1 principi di equivalenza delle equazioni:

1 x 1
y Ty 2) . i=27x—1 L [2x—y=1
+4y=—1
SxHAYH 5 |Sx4dy+19=—2x Txtdy=-19
x
Applichiamo il metodo di sostituzione:
2x—y=1 ly=2x-1 o y=2x-1 ly=2x—1_|y=2(-1)-1_|y=-3
Tx+4y=—19 |7x+4y=—19 |7x+4(2x—1)=—19 |15x=—-15 x=—1 x=—1

La soluzione ¢ compatibile con le condizioni di esistenza.
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Risolvi i seguenti sistemi con il metodo di sostituzione

x=1 x=1 y:—2
R.
S50 x+y=1 y=0 2x—y+2=0
y=x R 1x=-2 y=—x+1
=St 2x—y+2=0 y=-2 2x+3y+4=0
2x+y=1 R x=0 2y=2 R x=0
2x—y=-—1 y=1 x+y=1 y=1
3x—y=7 R |x=4 3x—2y=1 . .
X+ 2y=14 ly=s dy—6x=—2 R. indeterminato
x+4y—-1=3
_ R (1,=1) XLV X _
x+2y=—1 2—I—3+1— g 1 y=2
2X—3y=2 . o x+2y=14 R x=4
6x—9y =6 R. impossibile [3X—y=7 =5
x+2y=1 . y 2x—y=3 . .
356 Cox—4y=2 R. impossibile 6 3y=—9 R. indeterminato
x—4y Y —4x+2 2y’'—x
:x_s x:—66 = —1 :2
357 3 YR, =12 5 10 R. 3
x—2=6y+4 x=—2y+8
3x—%(2y—1)=—(x+1) T-2=0
358 R. (0;0)
x+1 le—i-y_l y—x—1+x_ +1=1
4 2 2 4 2 Y
x, 3
~242=0 _
359 34 _3 .4 x+xy ’ 28 6
2x+1 2+ 120005 3(—+3y =4 17° 17
-|-—y:—1 6
l-x  y-1
%y—%x=5—6x110 2—?nyrerl—o
360 | o . R. x=
2(x—2)—3x=40—6|y—— S =0 y=-3
3 2 3
(x=2)+y=(x+1)(x—y)+(3-y)(2~x) x=—4
361 % R. 3
§Ar=2 7T
po3T2X_X—y oy
3 3 1 35
362 R. = .22
x+1+§= Jr2—3x 6 24
2 4 YT g
x+y+1=0 x—2y—3:0
x—y+k=0 kx+(k+1)y+1=0
2x+ly=098
Risolvere il sistema che formalizza il problema del paragrafo 3: 27 , concludere il
2x+3y=170

problema determinando 1’area del rettangolo.

Determinare due numeri reali x e y tali che il triplo della loro somma sia uguale al doppio del primo

6. Algebra di 1° grado

aumentato di 10 e il doppio del primo sia uguale al prodotto del secondo con 5.
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> 17. Metodo del confronto

Esempio
—3x+y=2
Sx—-2y=7
* 1° passo: ricaviamo da entrambe le equazioni la stessa incognita.
y=2+3x
Nel nostro esempio ricaviamo la y contemporaneamente da entrambe le equazioni: _Sx—7
2

*  2° passo: poiché il primo membro di entrambe le equazioni ¢ lo stesso, possiamo uguagliare anche i
secondi membri, ottenendo un’equazione in una solo incognita.
Sx—7
2
* 3°passo: sirisolve I’equazione trovata e si determina il valore di una delle due incognite
Nel nostro esempio 4+6x=5x—7 — x=-—11
* 4° passo: si sostituisce il valore trovato dell'incognita in una delle due equazioni e ricaviamo l'altra
incognita.

Nel nostro esempio 2+3x=

Nel nostro esempio %X _'_1\ 0 %k =-11
[y=2+3x [y=-31
*  5°passo: possiamo ora scrivere I’insieme soluzione.
Nel nostro esempio: LS. ={(—11,-31)} .
In conclusione, il sistema ¢ determinato, la coppia ordinata (-11;-31) verifica contemporaneamente le due
equazioni del sistema.

Applica il metodo del confronto per risolvere i seguenti sistemi

x+y=0 R x=1 3x+y=5 R x=2
—x+y=0 y=0 x+2y=0 =-1
x=2 _ x=-1 L
ty=3 R. (2 1] drmy=1 R. [—1,-3
y=2x-1 x=2y=1
[y:2x R & 2x—y=17
_ 2x—y=4
¥ty=2 R. @ 1 R R
—x—y=2 x—Ey—2
y—3x_4=1—-Z gx—y+l=0
2 4 2 3 3 11
370 R |=,0 R. |[—=:=
2y—2x:—ﬂ 3 x—%y—l-l——O >3
3 3 3
%y—éx=5—6x;—10 x=—y_4+1
371 0oRD 2. R [ !
8(x—2)+3x=40—6(y—g) y= y:x3

x—y+k=0
x+y=k—1
In un triangolo isoscele la somma della base con il doppio del lato ¢ 168m e la differenza tra la meta

della base e 1/13 del lato ¢ 28m. Indicata con x la misura della base e con y quella del lato, risolvete con il
metodo del confronto il sistema lineare che formalizza il problema. Determinate 'area del triangolo.
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» 18. Metodo di riduzione

Il metodo di riduzione si basa sulla seguente osservazione: se un sistema ¢ formato dalle equazioni A=5 ¢
C=D possiamo dedurre da queste la nuova equazione 4+C=B+D
A=B  44C=B+D
C=D
L'equazione ottenuta potrebbe presentarsi in una sola incognita e quindi potrebbe essere facile trovare il
valore di quella incognita.

Esempi
3x-5y=1
2x+5y=—4
Sommando membro a membro le due equazioni otteniamo  (3x —5y)+(2x+5y)=1—4
3
I termini in y si eliminano perché opposti, sommando i monomi simili siha 5x=—3 — x=— 5

Questo metodo, applicato semplicemente sommando membro a membro le equazioni, funziona solo se i
coefficienti di una delle due incognite sono opposti. Solo in questo caso sommando le equazioni una delle
due incognite 'sparisce'. Tuttavia con qualche accorgimento € possibile applicarlo in ogni caso.

Sfruttiamo il secondo principio di equivalenza delle equazioni che ci permette di moltiplicare ambo i membri
di un’equazione per uno stesso numero diverso da zero. In questo modo possiamo sempre trasformare le due
equazioni affinché 1’incognita x appaia con coefficienti opposti nella prima e nella seconda equazione.
3x=5y=1

S5x—4y=—4

Nel nostro esempio possiamo moltiplicare la prima equazione per 5 e la seconda per —3, otteniamo:

+5] 3x—=5y=1 . 15x=25y=5 .
3|5x—4y=—4 da cui 15x+12y=12 ; sommando membro a membro abbiamo
(15x=25y)+(—=15x+12y)=5+12 — —13y=17 - y=—11—;

Dopo aver determinato il valore di una incognita possiamo sostituirlo in una qulasiasi equazione del sistema
e determinare il valore dell'altra incognita.

. C 44| 3x—=5y=1 . 12x—20y=4
Nel nostro esempio moltiplichiamo come segue: S[5x—4 y=—4 dacui | 25 x 420 y=20
24

Sommando le due equazioni otteniamo —13x=24 — x= 13 -

. . . . . . 24 17
Abbiamo cosi determinato la coppia soluzione del sistema E ;= I}
Generalizzazione del metodo di riduzione

oo . +by= . .
Assegnato il sistema lineare ax Y f con a, b, ¢, a;, by, ¢; numeri reali.
a, x+b,y=c,
ab, x+bb, y=cbh,

1° passo: per eliminare y moltiplichiamo la prima per b, e la seconda per —b:

—a,bx—>bb, y=—bc,
2° passo: sommiamo le due equazioni: ab,x—a,bx=cb,—bc, — (ab,—a,b)x=cb,—bc,
cb,—bc,

=m con ab,—a, b#0

3° passo: ricaviamo I’incognita x: x

—aa,x+ba,y=—a,c
aa, x+ab, y=ac,

4° passo: per eliminare x moltiplichiamo la prima per -a; e la seconda per a:

5° passo: sommiamo le due equazion —a,by+ab, y=—a,c+ac, —» (ab —a b)y=ac,—a,c
ac,—a,c

W con ab,—a b#0

6° passo: ricaviamo ’incognitay: y=

cb—bc, ac,—ac
ab,—a,b’ ab,—a,b

La soluzione ¢ con ab,—a,b#0
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Risolvere i seguenti sistemi con il metodo di riduzione

R. x:()
y=0
R. x:0
y:
1
R [=;y=0
779
11
R-(‘z z)
R X~
y:
R X7
y:
35 19
R (E,E)
36 17
k. (_37’37
R (—11;-31)
31
R‘(4’2)
R. x—l
y

£t =0
—x+y=0
2x+y=1
2e4r=l
2x+y=1+y
4x+y=2
Fty=0
x—y=-1
x—y=0
—2x+3y=1
2x=3—-x
%x+%y=3
380
2 2
Sy +2x=1
3x+2y+2=0
—3x+y=2
Sx_2y=7
2x=3—x
%x—4%;x+
S84 3(x+y) 1 1
— = —y)==(11-4x+
3 5 (5x—y)=2( x+y)
x+ay+a=0
2x—ay+a=0
2ax+2y—1=0
ax+y=3

Il segmento AB misura 80cm; il punto P lo divide in due parti tali che il

quadruplo della parte minore uguagli il triplo della differenza fra la maggiore e A
il triplo della minore. Determinare AP e PB , formalizzando il problema con
un sistema lineare che risolverete con il metodo di riduzione.
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» 19. Metodo di Cramer

DEFINIZIONE. Si chiama matrice del sistema lineare di due equazioni in due incognite la tabella
a b

a b in cui sono sistemati i coefficienti delle incognite del sistema posto in forma canonica; si
1 1

a b

a, b,

chiama determinante della matrice il numero reale D=

‘: a-by=b-a, a( essa associato.

Dalla generalizzazione del metodo di riduzione
cb—bc, ac,—ac
ab—a, b’ ab,—a,b

con ab,—a,b#0

possiamo dedurre che:

Un sistema lineare ¢ determinato, ammette cio¢ una sola coppia soluzione se il determinante della
matrice del sistema & diverso da zero.

(x—1)(x+1)=3(x—2)=2(x—y+3)+x°

¢ determinato.
x(x+y=3)+y(4—x)=x"—dx+y

Stabilire se il sistema

3 7 5

—x—=y=10
Verificare che il determinante della matrice del sistema {2 x 4 J ¢ nullo.

6x—7y=5"

La regola di Cramer, dal nome del matematico svizzero Gabriel Cramer (1704-1752), ci permette di stabilire
la coppia soluzione di un sistema lineare di due equazioni in due incognite, costruendo e calcolando tre
determinanti:

. . . . _la b|_
. D il determinante della matrice del sistema: D= bl a-b,=b-a,
a, b
. . ¢ bl—cp —p. . . . :
. D, il determinante D:= c =c'by=b-¢; della matrice ottenuta sostituendo in D agli
1 1

elementi della prima colonna i termini noti. Osserviamo che questo numero ¢ il numeratore della
frazione (*)

a c
a ¢

« D, ildeterminante D,=

=a ;=4 della matrice ottenuta sostituendo in D agli

elementi della seconda colonna i termini noti. Osserviamo che questo numero ¢ il numeratore della
frazione (**)
Con la condizione D#0 il sistema ¢ determinato e la coppia soluzione ¢

— Dx . — Dy
D YD
Esempio
2x+3y=4
4x -3y =2
Calcoliamo i determinanti
D=|9 bl=g.p—b-a, » D=? 3|=2:(-3)-3-4=—6-12=—18
a, b, 4 -3

Poiché D #0 il sistema € determinato

D.=¢ bl=cb=bc, » D=* 3|=4(-3)-3.2=-12-6=-18
Cl bl 2 _3

D,=|? ¢|=a-¢c,—c-a, — Dy:F‘4:ZZ—44:4—16:—12

T ola; ¢ 4 2

w=Be 218,

D -18

pee 12 2
D —18 3
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Risolvere con la regola di Cramer i seguenti sistemi

390

391

392

395

396

—_—
N W

397

m Risolvi col metodo di Cramer il sistema

x—=3y=2
x—=2y=2
2x+2y=3
3x—-3y=2
Sy+2x=1
3x+2y+2=0

|>< U1|\< W | —
|

(x—2y)+3x—2(y+1)=0
x—2(x—3y)-5y=6(x—1)
3

4—2x==(y—1

x=2(y=1)
2x+3y_T7+4+2x

2 2
3x+y=-3
—2x+3y=-2
6x—2y=5

25x—-3y=18

3(y+6)

——==5
5
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240 350
R (_F'F

34 16
R‘(§7’37)

R. (a;2al

R. [2k;—k]
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P 20. Classificazione dei sistemi rispetto alle soluzioni

. . . ax+by=c )
Dato un sistema in forma canonica Y — ricordando che:
a, x+b y=c,
p=|a b =a-b,—b-a, D,=| b =cb,—b-c, D,=|% ¢|=ac,—ca
a, b ¢ by Coaa
oo . . . : . D, D,
*  Se D#0 il sistema ¢ determinato, esiste una sola coppia soluzione x =5 Y=p

* Se D=0 si possono verificare due casi:
* 1°caso: se D=0 ¢ D,=0 il sistema ¢ indeterminato, tutte le coppie di numeri reali verificano
entrambe le equazioni, .S.=IRXIR ;
*  2°caso: se D#0 e Dy#0 il sistema ¢ impossibile, non esiste alcuna coppia che soddisfa
entrambi le equazionie LS. =8

Esempi
2x—3y=1
4x -3y =2
D=’i :g‘=2‘(—3)—3'(—3)=—6—9=—15¢0 il sistema € determinato.

8x —6y=2
4x =3y =

Dz‘i :g‘ =8+(=3)—4:(—6)=—24+24=0 |l sistema & indeterminato o impossibile.

Dx:? _g =2(=3)—(—6)-1=—6+6=0 Dy:‘i f‘=8-1—2'4=8—8=0

Il sistema ¢ indeterminato.
8x—6y=1
4x -3y =2

D:’i :g‘ =8:(—3)—4(—6)=-24+24=0 |l sistema ¢ indeterminato o impossibile.

D=l 7O =1.(=3)-(-6)-2==3+12=49 D =8 1=8.2-1.4=16-4=12
2 -3 42
Il sistema ¢ impossibile.

a_b N :
—=-. Cio significa che, se i
a, b

coefficienti delle incognite della prima equazione sono proporzionali ai coefficienti delle incognite della
seconda equazione allora il sistema ¢ indeterminato o impossibile.

Osserviamo che se D=0 si ha ab,—b-a,=0 — a-b=b-a, —

c b
In particolare, se poi D=0 si ha c¢'b,—bc;=0 — c-by=b-c;, » —=-- . Quindi se anche i termini

¢, b
: I : - a_b_c .. :
noti delle due equazioni sono nella stessa proporzione, cio¢ se ~—— =7 = il sistema ¢ indeterminato.

a, b ¢

c b
Se invece D,#0, cioé c_ib_ il sistema ¢ impossibile.
1 1
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Per ciascuno dei seguenti sistemi stabilisci se e determinato, indeterminato, impossibile.

x—2y=3
407
4x—8y=12
x—2y=3
408
2x—4y =S5
K
2x—6y=12
2 2
s s s
R
lx—%yzo
411 s 1
TR
2x+y=1
S
—40x+12y=-3
17x—2y=100
el
—x+y=1
—x+3y=—3i
415
23
5x—15y=—
X y 3
X__JY
116 QEEECRE
x+y=2

La somma di due numeri reali ¢ 16 e il doppio del primo aumentato di 4 uguaglia la differenza tra 5
e il doppio del secondo. Stabilisci, dopo aver formalizzato il problema con un sistema lineare, se € possibile
determinare i due numeri.

Stabilisci per quale valore di a il sistema ax+y=-2 ¢ determinato. Se a= 3 il sistema ¢
—3x+2y=0 2

indeterminato o impossibile?

Perché se a=% il sistema g:f_);} i% 4 & indeterminato?

m ix__k;’liyzzzk per quale valore di k il sistema ¢ impossibile?

(k—2)x+3y=6

det [(k—l)x+4y=8

per quale valore di k il sistema ¢ indeterminato?
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» 21. Il metodo grafico

Il problema della ricerca dell’Insieme Soluzione di un’equazione lineare ci ha condotto ad un proficuo
collegamento tra concetti algebrici e concetti geometrici; in particolare abbiamo visto che:

Concetto algebrico Concetto geometrico
Coppia ordinata di numeri reali Punto del piano dotato di riferimento cartesiano
Equazione lineare Retta
. . . . . a c
Coppia soluzione dell’equazione ax+by+c=0 Punto della retta di equazione y= 5 xX— 5

Vedremo ora come sia possibile sfruttare questi collegamenti per risolvere un sistema lineare di due
equazioni in due incognite.

Problema
Determina due numeri reali di cui si sa che la loro somma é 6 e il doppio del primo aumentato della meta
del secondo é ancora 6.
Indichiamo con x e y 1 due numeri incogniti; il problema si formalizza con due equazioni:

x+y=6 e 2x+%y=6

Dobbiamo individuare una coppia di numeri reali che sia soluzione dell’una e dell’altra equazione.

11 punto di vista algebrico:

xX+y=6
La coppia di numeri reali x e y che risolve il problema ¢ quella che risolve il sistema 2t 1 y=6 "
2
Applicando uno qualunque dei metodi algebrici esposti si ottiene x=2 e y=4.

11 punto di vista geometrico: AN
Il problema si puo spostare in b
ambiente geometrico: la coppia a
soluzione rappresenta un punto che 1
appartiene sia alla retta
rappresentata dalla prima equazione 4 A
sia alla retta rappresentata dalla
seconda equazione, quindi il punto
di intersezione delle due rette. 1
Si  rappresenta nel riferimento

cartesiano ortogonale il sistema: 2

La retta a ¢ quella di equazione :
x+y=6 |, che passa per i punti

(6,0) e (0,6). 0

La retta b ¢ quella di equazione 2 -1 0 1 2 3 4 5 7

1
2x+5y=6 , che passa per i )

punti (3,0) e (0,12).

11 punto A(2,4) ¢ il punto di
intersezione delle due rette, le sue coordinate formano la coppia soluzione del sistema e di conseguenza sono
1 due numeri che stiamo cercando nel problema.
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Esempio

2x=3y=17
x+y+6=5(x—y+1)

11 punto di vista algebrico:
Portiamo in forma canonica il sistema, otteniamo:

2x=3y=7 o 12x=3y=T7 o |12x=3y=7
x+y+6=5(x—y+1) x+y+6=5x—5y+5 —4x +6y=—1
a_ 2 1
Si puo notare che il sistema ha i coefficienti delle incognite in proporzione: a_: _—4= 5
1
b -3 1 . L 1 . c_ T i il st .
bl 16 5 mentre 1 termini notl non sono nella stessa proporzione ¢, 1 quindi 1l sistema ¢
impossibile: LS.=80 . 3

11 punto di vista geometrico
Determiniamo le equazioni esplicite delle rette 2]

rappresentate dalle due equazioni lineari del
sistema assegnato. Si ha:

2 7 i
=3y
) le due rette hanno lo stesso
yE3xT 1 L4

coefficiente angolare, il coefficiente della x e

quindi hanno la stessa inclinazione, pertanto sono

parallele.

Non hanno quindi nessun punto di intersezione
riNr,=8 il sistema & impossibile LS. =0 .

2x+3y+1=0
] 1 2
to=—Z=
YrT3TT3x

Il punto di vista algebrico:

2x+3y=-1
2x+3y=-1
pertanto il rapporto tra i coefficienti delle incognite e il rapporto tra i termini noti € sempre 1. Il sistema ¢
indeterminato. D'altra parte, se le due equazioni sono identiche significa che tutte le infinite coppie (x, y) che
rendono vera la prima equazione, verificano anche la seconda: 1.S.=IRXR .

Scriviamo in forma canonica il sistema . Osserviamo che sono due equazioni identiche,

2

11 punto di vista geometrico:
Rappresentiamo nel riferimento cartesiano

ortogonale le due rette aventi come equazioni le 1

equazioni del sistema. E' semplice rendersi conto

che le due rette coincidono: tutti i punti di una

coincidono con tutti i punti dell’altra; 0
rNr,=ri=r, . -3 -2 -1 0 1 2 3
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Risolvi graficamente i sistemi, in base al disegno verifica se le rette sono incidenti, parallele o coincidenti e
quindi se il sistema ¢ determinato, impossibile o indeterminato:

m y=2x—1 R. rette parallele, sistema impossibile
y=2x+1
423 R R. (-3:-8)
y=3x+1
m y=x-1 R. rette identiche, sistema indeterminato
2y=2x—-2
2x—y=2
R(2;2
125 [RE @)
=2
m 3 3 R. rette parallele, sistema impossibile
x+y=2
3x+y=-3 1
_2x+3y=_2 R. ( 1’0)
x—=3y=2 .
wE |30 R.20)
3x+y=-3 1
429 BN R. (—1;0]
S5x+2y=-1 1
R [0,—=
ey l0:-3]
2x=3—x
431 R.(1;1
2o )
2x=2—y 3.1
R|>,;=
22=2) 35
Vero / Falso
Risolvere graficamente un sistema lineare significa trovare il punto di intersezione di due rette V F
Un sistema lineare, determinato ha una sola coppia soluzione VvV F
Un sistema lineare ¢ impossibile quando le due rette coincidono A" F
Completa:
se rNr,=r =r, allora 1l SiStema € .......oovvennie e,
se rNr,=P allorail sistema € ...........c.coeiviiinninennnnnnn.
se rNr,=0 allorailsistema € ............ccooevviiniiiinnneannn...
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Risolvi i seguenti sistemi con piu metodi ed eventualmente controlla la soluzione graficamente

2x+y=1
2x—y=—1
—-x+2y=1
3x—y=3
x+2y=3
3x—y=2
Sx+3y=2
3x—2y=1
3x—-2y=4
2x+3y=5

435

436

437

438

439

W
\]
W

3 ——
3x+10y—-3=0
2x+y=0
x—=2y=-5
2x+2y=6
x—2y=-3

§x+3y+2=0

) P
=
|

[ (=3
[ (-3
[0 ¢] <
D
=
_|_
|
<
|
| n

2x+y—3=0

—_—  —
|»—~
—
|
w
~—
|
<
|
| @

x=0
y=1

R.

123

y=—123

R 266
=5
133

y

impossibile

R. (—1;2]

R. (3;3]

R. (3;-1]

345

2x=1+3y
—y—2x=3

Sx—y=2
2x+3y=-1

2x—y=1
x+2y=2
Tx—2y=4
8x —6y =9
3x—y=7
x—2y=5
Sx—2x=7

—x—2y=—%

1 3

—x—=y+1=0

3772
9y —2x—6=0

3(y—2)+x=0

x+y=-—1
x—y=5

2x—y=3
x—=2y=0

~xtoy=1

indeterminato
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3(x—4)=—4Ty

3y _,|_
X 2 2)—0

451

T(x+y)+8

2 y—x 2
Z(yp—x—1)= _=
sy—a—l)=5=-1

(x—y)—x(x—2y)=x+y(y—1)

2x—3(x—y)=—143y
453 1 1 1

2736
(42) (y=3)= (y= 2+ (x4 1P = (x+3) (v =3)=
(5] 1 L\ gy _3
IEAR (y—1)+2x+3=
x_ x_y
PR N
4_5 2
EER 5 o
—x—g_x=l
2
2 Y :(2x+1)2_1
Bl T 2
(y=17=-8x+y’
x+1
Y
457 p Ty
_y_x=y
T4
3
4y 2x+2:x_2
| 458 | 5 g
6
x=3y

4

346

indeterminato
R X = l
y=-2
x=—1
R. _1
Y73
92
R 27
_38
9
=1
R 8
y=1
oL
R 21
__10
21
27
R 26
_9
=726




www.matematicamente.it - Matematica C3 - Algebra 1 - 6. Algebra di 1° grado

»22. Sistemi fratti

2 3 _ 2x—-5y+4
Nel seguente sistema | x+1 y—2 xy+y—2-2x di due equazioni in due incognite, la prima
3y+2(x—y—1)=5x—8(—x—2y+1)
equazione presenta le incognite anche al denominatore.

DEFINIZIONE. Si chiama sistema fratto o frazionario il sistema in cui almeno in una delle equazioni
che lo compongono compare 1’incognita al denominatore.

Poiché risolvere un sistema significa determinare tutte le coppie ordinate che verificano entrambe le
equazioni, nel sistema fratto dovremo innanzi tutto definire il Dominio o Insieme di Definizione nel quale
individuare le coppie soluzioni.

DEFINIZIONE. Si chiama Dominio (D) o Insieme di Definizione (I.D.) del sistema fratto, I’insieme delle
coppie ordinate che rendono diverso da zero i denominatori che compaiono nelle equazioni.

Esempi

2 3 _ 2x—5y+4
[ | x+1 y—2 xy+y—2-2x
3y+2(x—y—1)=5x—8(—x—2y+1)
1° passo: scomponiamo i denominatori nella prima equazione per determinare il m.c.m.
2 3 _ 2x—-5y+4

x+1 y—2 (x+1)(y—2) - mem=(x+1)(y-2)

3y+2(x—y—1)=5x—8(—x—2y+1)
2° passo: poniamo le Condizioni di Esistenza da cui determineremo il Dominio del sistema:

CE x#—1le y#2 - D=I5=[(x;y)ERXR|x#—1 e y#2| .

3° passo: riduciamo allo stesso denominatore la prima equazione, svolgiamo i calcoli nella seconda per

. =S5x+T7y=11
ottenere la forma canonica: 1 x+15 y=6
S oo . . . 123 151 . .
4° passo: risolviamo il sistema e otteniamo la coppia soluzione 1 ; 152 che ¢ accettabile.
3x—|—z—1:3
X
" 2x+3y:7
y—1

1°passo: per la prima equazione si ha m.c.m.=x ;perlaseconda m.cm.=y—1
2° passo: poniamo le Condizioni di Esistenza da cui determineremo il Dominio:
CE x#0e y#1 —» D=I1S={(x,y)ERXR|x#0 e y#1}

o . . . . . |3x+y—1=3x
3° passo: riduciamo allo stesso denominatore sia la prima che la seconda equazione: 2x+3y=Ty—17
o . E s y— 1=0
4° passo: determiniamo la forma canonica: Yx—dy=—7
5° passo: determiniamo con un qualunque metodo la coppia soluzione: 5 1| che non accettabile poiché

contraddice la C.E. e quindi non appartiene al dominio. Il sistema assegnato ¢ quindi impossibile 1S.=40 .
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Verifica l’insieme soluzione dei seguenti sistemi

dy+x_, _4x-9
m 5x . . 12
L indeterminato 47 142+
Y o rrey +1=0
2x—y y=1 1-x
24y L = Y _—
m X X R 11 2x—1
3i—1=_—2 Y=11 2x =1
y y y—1
3x 7 9 2x 1
———=1 x== ————=1
261 BPARRA R 5 3y 3y
2y 5 __8 3 _
+==1 y=-s3 =—
X X y+2x
X
=1
x_ .1 Y _»
m Oy 2 3y . . 2
impossibile
N _1_3_ Al AR
2x X 3,1
x+2y
Xy
+2
x 2y 1 x=2y__2 )
wem |2 3 6, x=39 4 4
x+y-—2 y=-38 Y
x+y=1 Y
Y4
3
2 3
+3y—-1 1 ———=1
B x=—06 x—2 y+3
| 464 JEERS y—x R
x=2y—10 y=2 S 6
Bt y+3 2—x
-z iz0 x:—g x+y=2
Lics RRSIRAR RS
2x+1  2+y _ 9 y|—+3|=4
FEE R =2
I-x y-1 Y 8 Y
X_Y_
266 [N
y=x=D o=l
y+1 2
3x=7y+1_ 4
2 2 2 2
4(1-3 N _91y2 ;82_8)6
(1-3x) _y:( x=5) x_y)—|—3xy+2
2 4
2x—3y_3y—1:2(xz+2)cy)—(3y—2)2
468 X=2y x+5y X+3xy—10y°
x+y=-—19
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9 9
&[5
impossibile
R x——l
y=-—1
1
X=——
R 5
_2
=5
L3
R 4
__3
Y=y
R. x=-2
y=-5
R. xl
y=

D
N 17
' _6
Y17
x=—18

R.
y=-1
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470

471

472

473

474

475

476

x—3 L XY=y =x2-—3xy+-x2y—3xy2+3y2

x=3y+1 x-3y-—1

X’ +9y’—6xy—1

x=3 _ y=3 _x+5y"-5xy+2

5y—1 145y

x—=2y 1_2
2 N2 T
X—=xy=2y Y

a5

vy oxty
2x—y—11=0
y+1l, 3-y _220
x—1 5x-5 3
x+l_y+2
X y—2
3x—1_1+y
3x-2 y-2
2 _ 3
Sx—y Sy—x
1 _2x+y-1
4x—3y 3y—4
3 2V
PR
1 V6

0

=0

=3 2[y+242]

x—z+l=2

x+y—1
x+y+1:_2
x—y—1

\S)
w

1-25y°

349



www.matematicamente.it - Matematica C3 - Algebra 1 - 6. Algebra di 1° grado

»23. Sistemi letterali

DEFINIZIONE. Si chiama sistema letterale il sistema in cui oltre alle incognite, solitamente indicate con
X €y, compaiono altre lettere dette parametri.

Distinguiamo tre casi distinti di discussione

A. Le equazioni sono lineari e il parametro si trova solo al numeratore

Esempio

2ax—(a—1)y=0

—2x+3y=a
E' un sistema letterale in quanto, reso in forma canonica, presenta un parametro nei suoi coefficienti. Esso ¢
lineare, pertanto la coppia soluzione, se esiste, dipendera dal valore del parametro.
Per discussione del sistema letterale s’intende 1’analisi e la ricerca dei valori che attribuiti al parametro
rendono il sistema determinato (in tal caso si determina la soluzione) ma anche scartare i valori del
parametro per cui il sistema ¢ impossibile o indeterminato.
Per discutere il sistema usiamo il metodo di Cramer.

2a —(a—1
* 1°passo: calcoliamo il determinante del sistema: a ~(a )‘ =4a+2

-2
*  2°passo: determiniamo il valore del parametro che rende D diverso da zero:

2
*  3°passo: calcoliamo i determinanti Dy e Dy per trovare la coppia soluzione

_lo —(a=1)|_ ., _[2a 0|_, 2 _ala=1) _ 24
a 3 ‘“a D=0y o729 = = Y a2

4ag+2#0 — aio—% . Se a#—l il sistema € determinato.

D

X

1
e 4°passo: Il determinante ¢ nullo se a= =5 poiché per questo valore di a i determinanti Dy e Dy

sono diversi da zero si ha che per a= -3 il sistema ¢ impossibile.

Riassumendo si ha:

Condizioni sul parametro | Insieme Soluzione Sistema
1 a(a=1) 24° :
a#*—= 1S = ; determinato
2 4a+2 4da+?2
1 :
a=-—5 1S =0 impossibile

B. Il parametro compare al denominatore in almeno una equazione del sistema

Esempio
yta a—x _
——=aq
3 a—1
. x+2a Yy
—3==—q
a 2

Il sistema non ¢ fratto pur presentando termini frazionari nelle sue equazioni; la presenza del parametro al
denominatore ci obbliga ad escludere dall’insieme R quei valori che annullano il denominatore.
Se a=1 oppure a=0 -ciascuna equazione del sistema ¢ priva di significato, pertanto lo ¢ anche il

sistema.
Con le condizioni di esistenza C.E.a#1 e a#0 possiamo ridurre allo stesso denominatore ciascuna

3x+(a—1)y=2a’+a

2x—ay:2a—25

_‘3 (a=1)2y_s,
2

equazione e condurre il sistema alla forma canonica:

+ 1° passo: calcoliamo il determinante del sistema: D 4

350



www.matematicamente.it - Matematica C3 - Algebra 1 - 6. Algebra di 1° grado

2
e 2°passo: determiniamo il valore del parametro che rende D diverso da zero: 2—5a#0 — a# 5

2 .. . )
Se a# 3 il sistema € determinato.

*  3°passo: calcoliamo i determinanti Dy e Dy per trovare la coppia soluzione

P 2
p=|2ata —(a=l)_4.2q-5), D=3 2¢+a|_24(2-5a)
2a—2a 3 2 2a-2a
x:a~(2—5a). _2a(2-5a) e semplificando (a;2a)

2—5a 4 2—5a

e 4°passo: Il determinante ¢ nullo se @=— ; poiché anche i determinanti Dy e Dy si annullano si ha

5 b
2 .. .. .
Se a= 5 il sistema ¢ indeterminato.
Riassumendo si ha:
Condizioni sul parametro Insieme Soluzione Sistema

a=0VvVa=1 privo di significato

2 .
arzs e a1l e a#0 IS=|(a;2a) determinato

2 . .
a=7% LS. =R XR indeterminato

C. Il sistema ¢ frazionario

Esempio
y—a_2
n x a
x+y=1

Il sistema letterale ¢ fratto e nel denominatore oltre al parametro compare 1’incognita x:

Se a=0 Ilaprima equazione, e di conseguenza tutto il sistema, € privo di significato; per poter procedere
alla ricerca dell’Insieme Soluzione poniamo sul parametro la condizione di esistenza C.E. a#0 . (*)
Essendo fratto dobbiamo anche stabilire il Dominio del sistema D={(x, y)ERXR|x#0} (*¥)

2
—2x+ay=a" on a#0 e x#0

° 10 N i 11 f I :
passo: portiamo nella forma canonica x+y= 1

*  2°passo: calcoliamo il determinante del sistema: L1 —2-a=—(2+a)

*  3°passo: determiniamo il valore del parametro che rende D diverso da zero: —2—a#0—a#—2
Se a # -2 il sistema ¢ determinato.
*  4° passo: calcoliamo i determinanti Dy e Dy per trovare la coppia soluzione
-2 4 (a—1 ‘42
=a-(a—1) D = 2 a a(a ) _4a

=—2-ad'=—(2+d’ =——— y=
Tl a’=—(2+a) - x 24a VT 2+a

z‘—Z a

aza

D’:
11

X

a-(a—1)
2+a
a#0 per la (*) la coppia soluzione ¢ accettabile se a#1 .
*  5°passo: il determinante D € nullo se a=—2 ; essendo i determinanti Dy e D, diversi da zero si ha:
se a=-—2 il sistema ¢ impossibile.
Riassumendo si ha:

¢ la coppia soluzione accettabile se x=— #0 per quanto stabilito in (**); essendo

Condizioni sul parametro | Condizioni sulle incognite | Insieme Soluzione Sistema
x#0

a=0 privo di significato
(a—1) o :

a®z—2 e a#0 15 ={|-& la );a +2 determinato
2+a 2+a

a*x—2 ea#0ea#l accettabile

a=-2 impossibile
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x+ay=2a
Risolvere e discutere il sistema: | x +y= 3 ; per quali valori di a la coppia soluzione ¢ formata
2a 2
da numeri reali positivi? [R. a>0]
3x—2y=0
Perche se il sistema | 2x—y 1 ¢ determinato la coppia soluzione € accettabile?
x+1 a
a-x  y— 2a_ _
Nelsistema { 4>+ a+1 ¢ vero che la coppia soluzione ¢ formata da numeri reali

2y=x
positivise a>2 ?
Spiegate perché non esiste alcun valore di a per cui la coppia (0;2) appartenga a 1.S. del sistema:

3x—-2y=0
2x—y_1
x+1 a
y_y-a_l-y
Nel sistema | x 3 3 determinate i valori da attribuire al parametro a affinché la coppia
a(x+2)+y=1
1 1
soluzione accettabile sia formata da numeri reali positivi. R.— 5 <a< 5
x+ay=2a
| 482 | x 3 R. a#0 - (a,1)
2a 772
3
2l 28 =x’-3 x+y-=2
483 x—2 ) R. 1l sistema é determinato per
X —4xy+3y" i
3y—x -
_ k=6
6 Ty 6
k#14, k+# 5 e le soluzioni sono sk_g ’ e k=14Vk =5 il sistema é impossibile.
Y=
12k
=2 TS
484 kx—y= R. Il sistema ¢é determinato per ogni k e le soluzioni sono +
x+6ky=0 y=— 2
6k°+1
m kx—8y=4 R.Se k#-2,k#2 ilsistema e determinato e le soluzioni sono
2x—4ky=3
4k—6
X=—
k™—4 I | i
g_3k %€ k=-=2 v k=2 ilsistema e impossibile
YT A=)
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2 —
486 i 4x;}f y_k3k R.Se k#—4,k#4,k+#0 ilsistema e determinato e le
x—4k y=—
3k +4k
T
soluzioni sono 1y e k=—4 v k=4 ilsistema é impossibile; se k=0 il
T 16-K°

. . . o . x=0
sistema e indeterminato e le soluzioni sono del tipo y=t con t reale.

487 kx—4k2y=—6 R.Se k#0,k#4 il sistema e determinato e le
kx—k”y=0
6
ey
soluzioni sono 6 ;se k=0 v k=4 ilsistema é impossibile.
Yk (4—k)
488 (k=1)x+(1-k) y=0 R. Se k;fﬁl,k;té il sistema e determinato e le
(2-2k)x+y=—1 2
1
k=3 3
soluzioni sono 1 ;se k =5 il sistema e impossibile; se k=1 il sistema ¢
T 2k-3

. : o : xX=
indeterminato e le soluzioni sono del tipo y=—1
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P 24. Sistemi lineari di tre equazioni in tre incognite

Problema
Determinare tre numeri reali x, y, z (nell 'ordine) tali che il doppio del primo uguagli [’opposto del secondo,
la differenza tra il primo e il triplo del terzo sia nulla e la somma del secondo con il terzo supera il primo di
4 unita.
Formalizziamo le condizioni espresse nel testo attraverso equazioni lineari:
* il doppio del primo uguagli I’opposto del secondo —2x=—y
* ladifferenza tra il primo e il triplo del secondo sia nulla —x-3z=0
* la somma del secondo con il terzo supera il primo di 4 unita — y+z=x+4
Le tre condizioni devono essere vere contemporaneamente, quindi i tre numeri sono la terna soluzione del

2x=—y
sistema di primo grado {x—3z=0 di tre equazioni in tre incognite.
y+z=x+4
y=—2x y=—2x
Puoi ricavare la y dalla prima equazione e sostituire nelle altre due x—=3z=0 dacui {x—32z=0
—2x+z=x+4 —3x+z=4
y=—2x
Dalla seconda equazione ricaviamo X in funzionediz {x=3z
—3x+z=4
y=—2x
Sostituiamo il valore di x nell'ultima equazione |{x=3z
—3(3z)+z=4
y=—2x
L : : . : . . =3
Risolviamo I'ultima equazione che ¢ di primo grado in una sola incognita * Z 1
=TTy
y=—2x

1 3
o . . . =3 —>|=—7
Sostituiamo il valore ottenuto di z nella seconda equazione * ( 2 ) 2

4
9
=3
1
Infine sostituiamo il valore ottenuto di x nella prima equazione 2
=3
T
3x+y—z=17
[ | x+3y+z=5
x+y—3z=3

Procediamo con il metodo di riduzione. Sommiamo le prime due equazioni: 4x+4y=12
Moltiplichiamo la seconda equazione per 3 e sommiamo con la terza:
3(x+3y+z)+x+y=3-5+3=4x+10y=18
Costruiamo il sistema di queste due equazioni nelle sole due incognite x e y: [ 4x+dy=12
" 4x+10y=18

Moltiplichiamo la seconda equazione per —1 e sommiamo le due equazioni:

4x+4y=12 o |4x+4y=12 - |4x+4y=12 - |x=2
—4x—-10y=-18 —4x—10 y+4x+4y=—18+12 —6y=—6— y=1 y=1
x=2
Sostituendo nella prima equazione del sistema ricaviamo la terza incognita: {y=1 ;
z=0

la terna soluzione del sistema assegnato ¢ (2,;1,0) .
Determinare la terna di soluzione dei seguenti sistemi
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x—=2y+z=1 x+y+z=4 g 1
LXEN x—y=2 R.(0; -2; 3) x=3y+6z=1 R. Pigig)
x+3y—-2z=0 xX—y—z=2
x+2y—-3z=6-3y 2x—y+3z=1
XN 2x-y+4z=x R.(1; 150) x—2y+z=5 R:(-21,-7, 12)
3x—z=y+2 x+2z=3
x+2y—z=1 3 9 1 x=3y+6z=1
401 [EVER R. (5,‘—7;—ﬁ) x+y+z=5 R.(-5; 6, 4)
xX—2y+z=2 x+2z=3
x—4y+6z=2 4x—y—2z=1
[ 492 [RPEWIPEY) R.(2; 0; 0) 3x+2y—z=4 R.(1; 1; 1)
x+3y—2z=2 x+y+2z=4
x—3y=3 2x—y+3z=1 2 91
RN (x+ytz=—1  R(0;-1;0) r—6y18:=2 R (5,-_5,-_§)
2x—z=0 3x—4y+8z=2
Wio: [N -3 s EIEyRN
3x+2y+62=1 3131 31 y—72=0 630 30
3x—6y+2z=1 4x—y—Tz=-12 60 53 47
REEN (x-4y+62=5 R.(5:3;2) x+3y+z=—4 437 43’ 43
x—y+4z=10 2x—y+6z=5
2x+y—=5z=2 10 1 3x—y+tz=-1
m x+y—=Tz=-2 (?—35) x—y—z=3 R.(6; 11; -8)
x+y+2z=1 x+y+2z=1
x—4y+2z=7 —2x—-2y+3z=4
LR AN (—3x—2y+3z=0 (—5;—3743;—2—21 2x—y+3z=0 (—%6%)
x—2y+z=1 2x+y=1
2
x+y+z=a+1
Quale condizione deve soddisfare il parametro a affinché il sistema ) a non sia
ay—z=a

ytax=a+l+a’z
privo di significato? Determina la terna soluzione assegnando ad a il valore 2.
m Determina il dominio del sistema e stabilisci se la terna soluzione ¢ accettabile:
5 + 3 _ 2x
I-x y+2 xy—2+2x-y
x+1-3(y—1) 1 2 3

xyz Xy yz Xz
x+2y+z=0
x+y=1
m Verifica se il sistema ¢ indeterminato | y—z=5
x+z+2=0

Determina il volume del parallelepipedo retto avente per base un rettangolo, sapendo che le
dimensioni della base e 1’altezza hanno come misura (rispetto al cm) i valori di X, y, z ottenuti risolvendo il
3x+1=2y+3z
sistema {6x+y+2z=7
9(x—1)+3y+4z=0
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P 25. Sistemi da risolvere con sostituzioni delle variabili
Alcuni sistemi possono essere ricondotti a sistemi lineare per mezzo di sostituzioni nelle variabili.

1 2

—+==3
Xy
|

2 4

Z_ T

Xy

1
T +2v=3
L L X . u =
Con la seguente sostituzione di varibili (*) 1 il sistema diventa Ju—dy—=—1
v=—
y
. : 1 . . 2ut+4v=06
Per risolverlo possiamo moltiplicare per 2 la prima equazione
2u—4v=-—1
5
Sommando membro a membro abbiamo 4u=35 dalla quale possiamo determinare :Z
. . . o . . . —2u—4v=-6

Per ricavare l'incognita v moltiplichiamo la prima equazione per -2, otteniamo u—dy=—1
Sommando membro a membro abbiamo —8v=—7 dacui Vv= 3

Avendo trovato i valori delle incognite u e v possiamo ricavare X e y sostituire i valori trovati in (*):
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Risolvi i seguenti sistemi per mezzo di opportune sostituzioni delle variabili

1 1
—+—=—4
m 2x y sostituire u=l; V=l R. _L;i
2 02 X y 2719
—+—=1
3x y

w2 7
503 X R. (g" 14)

—
W<
=
—
-

[\
<
=
S
|
-

=
o+
-
|
<
— |
_
Il
[\®]
=
|
N,
|
>

3 R. (1,2)

2:5 sostituire  y=x": y=3> R. (3,2),(-3,2),(3,-2),(=3,-2)

Nessuna soluzione reale

1 (1, 1;1), (=1, 151), (1, =1, 1), (1,1, -1),
LI R (~1=1:1);(=1;1,-1),

z (1,=1;=1),(=1,—1,~1)
2

2

z

sostituire u©= S V=L ;
9 9

=1
512 Xty x—y 1 . R. ﬁ_ﬂ
3 5 x+y
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» 26. Problemi risolvibili con sistemi

Determina due numeri sapendo che la loro
somma € 37, la loro differenza € 5.
Il doppio della somma di due numeri ¢
uguale al secondo numero aumentato del triplo del
primo, inoltre aumentando il primo numero di 12 si
ottiene il doppio del secondo diminuito di 6. [18; 18]
Determina tre numeri la cui somma ¢ 81. 11
secondo supera il primo di 3. Il terzo numero ¢ dato
dalla somma dei primi due. [18,75; 21,75; 40,5]
Determina due numeri sapendo che la loro
somma ¢ pari al doppio del primo aumentato di 1/4
del secondo, la loro differenza ¢ pari a 1/3 del primo.
[27; 36]
Determina due numeri la cui somma ¢ 57 e
di cui si sa che il doppio del piu grande diminuito
della meta del piu grande ¢ 49. [26; 31]
Determina tre numeri si sa che: il triplo del
primo lato ¢ uguale al doppio del secondo aumentato
di 10m; la differenza tra il doppio del terzo lato e il
doppio del secondo lato ¢ uguale al primo lato
aumentato di 12; la somma dei primi due lati ¢
uguale al terzo lato. [12, 13, 25]
Determina un numero di due cifre sapendo
che la cifra delle dicine ¢ il doppio di quella delle
unita e scambiando le due cifre si ottiene un numero
piu piccolo di 27 del precedente. [63]
m Determina il numero intero di due cifre di
cui la cifra delle decine supera di 2 la cifra delle
unita e la somma delle cifré ¢ 12. [75]
* Determina due numeri naturali il cui
quoziente ¢ 5 e la cui differenza ¢ 12.
m* Determinare un numero naturale di due
cifre sapendo che la loro somma ¢ 12 e che,
invertendole, si ottiene un numero che supera di 6 la
meta di quello iniziale. [84]

* Determinare la frazione che diventa uguale

a 5/6 aumentando 1 suoi termini di 2 e diventa 1/2 se
1 suol termini diminuiscono di 2.

m* La somma delle eta di due coniugi ¢ 65
anni; un settimo dell'etd del marito ¢ uguale ad un
sesto dell'eta della moglie. Determinare le eta dei
coniugi. [35, 30]
m* Un numero naturale diviso per 3 da un
certo quoziente e resto 1. Un altro numero naturale,
diviso per 5, da lo stesso quoziente e resto 3.
Sapendo che i due numeri hanno per somma 188,
determinali e calcola il quoziete. [70, 118, 23]
m Giulio e Giulia hanno svuotato i loro
salvadanai per comparsi una bici. Nel negozio c'¢
una bella bici che piace a entrambi, costa 180€ ¢
nessuno dei due ha i soldi sufficienti per comprarla.
Giulio dice: "Se mi dai la meta dei tuoi soldi compro

io la bici". Giulia ribatte: "se mi dai la terza parte dei
tuoi soldi la bici la compro i0". Quanti soldi hanno
rispettivamente Giulio e Giulia? [108; 144]
LAY A una recita scolastica per beneficienza
vengono incassati 216€ per un totale di 102 biglietti
venduti. | ragazzi della scuola pagano 1€, i ragazzi
che non sono di quella scuola pagano 1,5€, gli adulti
pagano 3€. Quanti sono i ragazzi della scuola che
hanno assisitto alla recita?
m Da un cartone quadrato di lato 12cm, si
taglia prima una scriscia parallela a un lato e di
spessore non noto, poi si taglia dal lato adiacente una
striscia parallela al lato spessa 2 cm in piu rispetto
alla striscia precedente. Sapendo che il perimetro del
rettangolo rimasto ¢ 33,6cm, calcola l'area del
rettangolo rimasto.
m Al bar per pagare 4 caffé e 2 cornetti si
spendono €4,60, per pagare 6 caffé e 3 cornetti si
spendono €6,90. E' possibile determinare il prezzo
del caffé e quello del cornetto? [indeterminato]
Al bar Mario offre la colazione agli amici
perché ¢ il suo compleano: per 4 caffé e 2 cornetti
paga €4,60. Subito dopo arrivano tre altri amici che
prendono un caffé e un cornetto ciascuno, questa
volta paga €4,80. Quanto costa un caffé e quanto un
cornetto? [0,7¢0,9]
Un cicloturista percorre 218km in tre giorni.
Il secondo giorno percorre il 20% in piu del primo
giorno. Il terzo giorno percorre 14km in piu del
secondo giorno. Qual ¢ stata la lunghezza delle tre
tappe? [60; 72; 86]
In un parcheggio ci sono moto e auto. In
tutto si contano 43 mezzi ¢ 140 ruote. Quante sono le
auto e quante le moto? [27, /6]
Luisa e Marisa sono due sorella. Marisa, la
piu grande ¢ nata 3 anni prima della sorella; la
somma dele loro eta ¢ 59. Qual ¢ I'eta delle due
sorelle?
Mario e Lucia hanno messo da parte del
denaro. Lucia ha 5 € in piu di Mario.
Complessivamente potrebbero comprare 45 euro di
schede prepagate per i cellulari. Quanto possiede
Mario e quanto possiede Lucia?
Una macchina per giaccio produce 10
cubetti di giaccio al minuto, mentre una seconda
macchina per giacchio produce 7 cubetti al minuto.
Sapendo che in tutto sono stati prodotti 304 cubetti e
che complessivamente le macchine hanno lavorato
per 22 minuti, quanti cubetti ha prodotto la prima
macchina e quindi ne ha prodotti la seconda.
In un parcheggio ci sono automobili,
camion € moto, in tutto 62 mezzi. Le auto hanno 4
ruote, 1 camion ne hanno 6 e le moto ne hanno 2. In
totale le ruote sono 264. Il numero delle ruote delle
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auto ¢ uguale al numero delle ruote dei camion.
Determina quante auto, quanti camion e quante moto
ci sono nel parcheggio. [30; 20; 12]
Un vasetto di marmellata pesa 780 g.
Quando nel vasetto rimane meta marmellata, il
vasetto pesa 420g. Quanto pesa il vasetto vuoto?
Una gelateria prepara per la giornata di
Ferragosto 30 kg di gelato. Vende i coni da due
palline al,50€ e i coni da tre palline a 2,00€. Si sa
che da 2kg di gelatosi fanno 25 palline di gelato. A
fine giornata ha venduto tutto il gelato e ha incassato
387,50€. Quanti coni da due palline ha venduto?
[130]
Marco e Luca sono fratelli. La somma delle
loro eta ¢ 23 anni. Il doppio dell'eta di Luca ¢ uguale
alla differenza tra I'etd del loro padre e il triplo
dell'eta di Marco. Quando Luca ¢ nato, il padre
aveva 43 anni. Determina l'eta di Marco e di Luca
(Prove Invalsi 2004-2005)
m Oggi Angelo ha un quarto dell'eta di sua
madre. Quando avra 18 anni, sua madre avra il triplo
della sua eta. Quanti anni hanno attualmente i due?
(Giochi d'autunno 2010, Centro Pristem)
LW Pietro e Paolo festeggiano il loro
onomastico in pizzeria con i loro amici. Alla fine
della cena il conto viene diviso in parti uguali tra
tutti i presenti e ciascuno dovrebbe pagare 12 euro.
Con grande generositd perd gli amici decidono di
offrire la cena a Pietro e Paolo; il conto viene
nuovamente diviso in parti uguali tra gli amici di
Pietro e Paolo (cio¢ tutti i presenti esclusi Pietro e
Paolo), e ciascuno di loro paga 16 euro. Quanti sono
gli amici di Pietro e Paolo? (Giochi di Archimede,
2008)
m Al bar degli studenti, caff¢ e cornetto
costano €1,50; cornetto e succo di frutta costano
€1,80, caffé e succo di frutta costano €1,70. Quanto
costano in tutto 7 caffé, 5 cornetti e 3 succhi di
frutta? [€11,90]
* Un negozio ha venduto scatole contenenti
6 fazzoletti ciascuna ed altre contenenti 12 fazzoletti
ciascuna, per un totale di 156 fazzoletti. Il numero
delle confezioni da 12 ha superato di 1 la meta di
quello delle confezioni da 6. Quante confezioni di
ogni tipo si sono vendute?
m* Nella citta di Non fumo gli unici negozi
sono tabaccherie e latterie. L'anno scorso le
tabaccherie erano i 2/3 delle latterie; quest'anno due

tabaccherie sono diventate latterie cosicché ora le
tabaccherie sono i 9/16 delle latterie. Dall'anno
scorso a quest'anno il numero cimplessivo dei negozi
di Non fumo ¢ rimasto lo stesso. Quante latterie
c'erano l'anno scorso a Nonfumo? [30]

m Un rettangolo di perimetro 80cm ha la base
che ¢ i 2/3 dell'altezza. Calcolare l'area del
rettangolo.

m Un trapezio isoscele ha il perimetro di
72cm. La base minore ¢ i 3/4 della base maggiore; il
lato obliquo ¢ pari alla somma dei 2/3 della base
minore con i 3/2 della base maggiore. Determina le

misure delle basi del trapezio.
288 216
23 723

Calcola l'area di un rombo le cui diagonali
sono nel rapporto 3/2. Si sa che la differenza tra le
due diagonali & 16¢cm. 1536 cm’

m In un triangolo rettangolo i 3/4 dell'angolo
acuto maggiore sono pari ai 24/13 dell'angolo acuto
minore. Determinare 1'ampiezza degli angoli.

[26° 64°]

In un triangolo, un angolo supera di 16° un
secondo angolo; il terzo angolo ¢ pari ai 29/16 della
somma dei primi due. Determina le misure degli
angoli del triangolo. [24°; 40°; 116°]

m In un rettangolo di perimetro 120cm, la base
¢ 2/3 dell'altezza. Calcola I'area del rettangolo.

[864]

Determina le misure dei tre lati x, y, z di un
triangolo sapendo che il perimetro ¢ 53cm, inoltre la
misura z differisce di 19cm dalla somma delle altre
due misure e che la misura x differisce di 11cm dalla
differenza tray e z.

m Aumentando la base di un rettangolo di Scm
e laltezza di 12cm, si ottiene un rettangolo di
perimetro 120cm che ¢ piu lungo di 12cm del
perimetro del rettangolo iniziale.

[impossibile]

In un triangolo isoscele di perimetro 64cm,
la differenza tra la base e la meta del lato obliquo ¢
4cm. Determina la misura della base e del lato
obliquo del triangolo. [16¢cm, 24cm)
m Un segmento AB di 64cm viene diviso da
un suo punto P in due parti tali che il triplo della loro
differenza ¢ uguale al segmento minire aumentato di
20cm. Determina le misure dei due segmenti in cui
resta diviso AB dal punto P. [7cm; 16cm]

Gli esercizi indicati con * sono tratti da Matematica 2, Dipartimento di Matematica, ITIS V.Volterra, San Dona di Piave, Versione [11-12] [S-A11],
pagg. 53; licenza CC, BY-NC-BD, per gentile concessione dei proff. che hanno reddatto il libro. Il libro ¢ scaricabile da
http://www.istitutovolterra.it/dipartimenti/matematica/dipmath/docs/M2_1112.pdf
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